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Predstavme si n kruznic v roviné takovych, Ze kazda z nich se vné do-
tyka vSech ostatnich. Pokud je n = 2 nebo n = 3, 1ze jejich poloméry zvolit
libovolné. Pro n = 4 jsou vSak poloméry kruznic kq(O1;71), k2(O2;72),
k3(O3;73) a ka(Oy;r4) vazany vztahem, ktery bez diikazu uvedl roku 1643
René Descartes v dopisu Alzbété Falcké. V tomto ¢lanku se sezndmime
s nejstarsim znamym odvozenim této Descartesovy véty o kruznicich z pu-
blikace [2]. Pochazi z roku 1826 a jeho autor, Svycarsky geometr Jakob
Steiner, provedl navic podrobnou analyzu vSech konfiguraci ¢ty navza-
jem se dotykajicich kruznic.

UvaZzujme situaci na obr. 1 a stejné jako Steiner hledejme polomér ry
za predpokladu, Ze jsou dany hodnoty 71, r2 a 3. Oznacme h; vysku
z vrcholu O; v trojihelniku 010203 a p; vzdalenost stfedu Oy od té
strany trojuhelniku, kterd neobsahuje vrchol O;. Z piedchoziho ¢lanku
vime'), 7e pro vzdélenosti hy a p; plati

P (1)

— = —+42.
T4 1

Steiner tuto rovnost prepsal na tvar

P (i 3)
hl_r4 T1+h1 ’

DViz [1], vztah (8) pro druhou konfiguraci.
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ktery secetl se dvéma dalsimi vztahy, ziskanymi cyklickou zaménou:

P1 P2 P3 ( 1 1 1 2 2 2 )
S 2 =y =+ —F—+—). 2
Wi he hs \e Ty rs  hn h ®
Jako samoziejmost uvedl, Ze levad strana rovnosti (2) je rovna jedné.
Tento fakt, zndmy dnes spiSe znalcim tdloh z matematickych olympiad,
odvodime.

0, 0 PIA 0s

Obr. 1 Vzajemné dotyky Ctyt kruznic, prvni situace

Na obr. 2 je znovu znazornén trojuhelnik O10503. Rovnobézky s jeho
stranami sestrojené v bodé O, ohranicuji spolu s témito stranami troj-
ﬁhelniky O4M1N1, M204N2 a M3N304 pOdObHé trojﬁhelniku 010203.
Koeficienty podobnosti, které prevadi trojuhelnik O;02035 na tyto troja-
helniky jsou

1 21 T

= , k a ks=
0:Qs]” " 02Qs] 27 10.Q4]

7 rovnobézniku 02M104N3 a N103N204 plyne Y1 +2z1t+x1 = |0203‘
Odtud k; + ko + k3 = 1. Dosazenim k; = p;/h;, kde i € {1,2,3}, do

k1
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posledniho vztahu zjistime

O, Y M N N A 0,

Obr. 2 K odvozeni vztahu (3)

Substituci (3) ve vztahu (2) a délenim obou stran velikosti poloméru 74
Steiner dale obdrzel
1 1 1 1 2 2 2
( + ). (4)
hi  ha hs
Dvojnasobek obsahu trojahelniku O 0203 lze vyjadfit pomoci Heronova

vzorce nebo jako souéin |O203] - hi. Rovnost obou vyjadieni pfedstavuje
po upravé vztah

T4 1 r2 T3

2\/7”17’27"3(7‘1 + ) + 7’3) = (7’2 + 7’3)h1.

Odtud plyne
2 ro+73

hil B \/7“1’!’27“3(7“1 +7r9 + 7’3).

Steiner tento vztah, spolu s dalsimi dvéma vztahy vzniklymi cyklickou
zdménou, dosadil do (4) a po Gpravé dostal

1 1 1 1 r1+ro4r
=49, /#,
T4 T1 T2 T3 rirarTs
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resp.

1 1 1 1 1 1 1
—_— =4+ —4+—42- + + . (5)
T4 T1 T2 T3 172 T2r3 r3Tr1

Zkoumal téz situaci, v niz ma étvrta kruznice, oznacme ji k}(O});r}),
vnéjsi dotyk s kruznicemi k1, ko a k3 (obr. 3). Jak jiz z [1] vime, je to tfeti
Pappova konfigurace kruznic. Proto rovnost (1) nahradil vztahem

D1 hy

ad_o
T4 1

a analogicky pak ziskal rovnost

1 1 1 1 1 1 1
S =———— = 42 \/ b — (6)
r17T2 Tr2r3 3Ty

Obr. 3 Vzajemné dotyky ¢tyr kruznic, druhd situace

Steiner pocital pouze s kladnymi poloméry kruznic. Neptipoustél moz-
nost pfifazeni zaporného znaménka poloméru nékteré kruznice. Proto byly
jeho dalsi tivahy ponékud zdlouhavé. Musel situaci s kruznici k4 odlisit od
situace s kruznici kj. Aby ,vynikla symetrie*, nahradil poloméry kruznic
jejich prevracenymi hodnotami. Z dnesniho pohledu to byly kiivosti x;
kruznic.
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Na rozdil od néj si dalsi tivahy zjednodusime dohodou o znaménkach:

Znaménkovd dohoda. Maji-li t¥i navzajem se dotykajici kruznice rtizné
dotykové body a dvé€ z nich maji s tfeti kruznici vnitini dotyk, pfifadime
poloméru (a tedy i kiivosti) t¥et{ kruznice zadporné znaménko.

Po substituci k; = 1/r; maji rovnosti (5) a (6) tvar

K4 = K1 + Ko + K3 + 2\/&1%2 + KoK3 + K3Kk1 (7)

Ky = K1+ Ko + K3 — 2v/K1Ka + Kakg + K3kl (8)

Vidime, ze je lze povazovat za kofeny kvadratické rovnice
K2 — (kg + K)) K + Kak) = 0.
Vyuzitim rovnosti (7) a (8) v posledni rovnici snadno ziskame vztah
KT+ K2+ K3 4 K2 = 2(K1 ko + K1k3 + KoKz + K1k + kok + k3k),  (9)

platny pro obé situace z obrazkd 1 a 3. Steiner, ktery neuzival znamén-
kovou dohodu, ziskal pro situaci z obr. 1 vztah (9) a pro situaci z obr. 3
vztah, jenZ se od (9) lisil jen znaménky u poslednich t¥i séitanct na pravé
strané rovnosti.

Provedenim formalni substituce x = x4 (resp. r = r4), kde Ky (resp. r4)
znad¢i od nynéjska k¥ivost (polomér) libovolné kruznice, jez se dotyka vSech
t¥i kruznic k1, ko a k3, nabyva posledni rovnost pti vyjadieni v polomérech
symetricky tvar

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2+2+2+2=2< t—t—+—+—+ ),(10)
5 7’3 T

Tl 1 T1T9 r1Ts3 T2Ts3 T1Ta ToT4 Tr3T4

ze kterého po vynasobeni souc¢inem rir2r3r? dostaneme Descartestiv vztah

2,2, .2 2.2, 2 2,22 2,22
rirary +riryry +rir3ry +ryryry, =
2,.2 2.2 2, .2 2, .2 2 2 2,2
= 2(T1T2T3T4 + rir3r3rs £ r1rar3ry + rirer3rs + rirersry + r1r2r3r4)

z prvniho dilu seridlu.
Jestlize obé strany vztahu (9) zvét$ime o vyraz na jeho levé strané, ob-
drzime (po zminéné substituci) tzv. Soddyho rovnost v polomérech kiivosti

2(/»4;% + n% + ﬁg + 1@21) = (k1 + Ko+ K3 + f<a4)2. (11)

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 165



Anglicky matematik Philip Beecroft zvolil roku 1842 k odvozeni vztahu
(11) pozoruhodny a podstatné jiny pfistup. Uvedeme jej v piistim, zavé-
recném dilu tohoto serialu.
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Od rodiny se tfemi détmi
ke spolehlivosti testt
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V tomto ¢lanku rozvineme tvahy o podminéné pravdépodobnosti. Nej-
prve si zopakujme zékladni pojmy: budeme pfedpokladat, ze mame néjaky
ndahodny pokus, u kterého jsme schopni prfedem vyjmenovat vSechny jeho
mozné vysledky, které se navzajem vylucuji a jeden z nich nastane vzdy.
Jevem nazveme podmnozinu mnoziny vsech moznych vysledk ndhodného
pokusu. Vysledky patfici jevu A nazyvame vysledky priznivé jevu A.

Pravdépodobnost jevu je souctem pravdépodobnosti vysledki, které
jsou tomuto jevu pfiznivé. Pokud jsou vSechny mozné vysledky ndhodného
pokusu stejné pravdépodobné, je pravdépodobnost jevu rovna podilu

pocet vysledku priznivich danému jevu

pocet vsech moznych vysledku
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