Anglicky matematik Philip Beecroft zvolil roku 1842 k odvozeni vztahu
(11) pozoruhodny a podstatné jiny pfistup. Uvedeme jej v piistim, zavé-
recném dilu tohoto serialu.
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Od rodiny se tfemi détmi
ke spolehlivosti testt

SARKA GERGELITSOVA - TOMAS HOLAN

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V tomto ¢lanku rozvineme tvahy o podminéné pravdépodobnosti. Nej-
prve si zopakujme zékladni pojmy: budeme pfedpokladat, ze mame néjaky
ndahodny pokus, u kterého jsme schopni prfedem vyjmenovat vSechny jeho
mozné vysledky, které se navzajem vylucuji a jeden z nich nastane vzdy.
Jevem nazveme podmnozinu mnoziny vsech moznych vysledk ndhodného
pokusu. Vysledky patfici jevu A nazyvame vysledky priznivé jevu A.

Pravdépodobnost jevu je souctem pravdépodobnosti vysledki, které
jsou tomuto jevu pfiznivé. Pokud jsou vSechny mozné vysledky ndhodného
pokusu stejné pravdépodobné, je pravdépodobnost jevu rovna podilu

pocet vysledku priznivich danému jevu

pocet vsech moznych vysledku
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Uloha 1
Jaka je pravdépodobnost, Ze rodina se tfemi détmi ma samé divky?

Reseni. Pravdépodobnost narozeni chlapce povaZujeme za rovnu pravdé-

podobnosti narozeni divky, P(h) = P(d) = 3. Pohlavi jednotlivych déti

povazujeme za navzajem nezavislé. Proto pravdépodobnost, ze v rodiné
1.1.1_1

jsou tfi divky, je 5 -5 - 5 = 3.

Uloha 2

Jaka je pravdépodobnost, Ze rodina se tfemi détmi ma samé divky,
jestlize vime, Ze jednu divku maji? (tj. jestlize zndme jednu divku z rodiny,
ale nevime nic o jejich dvou sourozencich)

Reseni. Podle vyse uvedené tivahy mohou byt v rodiné se stejnou prav-
dépodobnosti trojice déti (od nejmladsiho po nejstarsi): (h, h, h); (h, h,d);
(h,d,h); (d,h,h); (h,d,d); (d,h,d); (d,d,h); (d,d,d). Vime, Ze prva moz-
nost nenastéva (nejsou tam t¥i bratii). Ze zbyvajicich sedmi stejné pravds-
podobnych moznosti vyhovuje jedind. Pravdépodobnost, Ze v rodiné jsou
t¥i sestry, je proto 1/7.

Uloha 3
Anicka je nejstarsi ze t¥i sourozencu. Jaka je pravdépodobnost, ze ma
dvé sestry?

Resent. Divka Anicka je v rodiné nejstarsim ditétem. Re§ime proto pouze
pravdépodobnost toho, ze nasledujici dvé déti jsou divky, tedy tlohu o dvou
détech, ne trech. Pravdépodobnost, ze mladsi z nich je chlapec, je rovna
pravdépodobnosti, Ze to je divka, je tedy rovna % Pravdépodobnost, Ze
starsi sourozenec je divka, je také % Pohlavi mladsiho a starsiho souro-

zence je nezavislé, proto pravdépodobnost, Zze divka Anicka méa dvé sestry,
101 1
22 =%
Jiné Teseni. Resme tlohu jako tilohu o tiech détech: Je-li prvni dité divka,
mohou byt v rodiné pouze ty trojice, které maji na prvém misté divku,
tedy: (d, h, h); (d, h,d); (d,d, h); (d,d,d). VSechny maji stejnou pravdépo-
dobnost, navzajem se vylucuji a jejich sjednoceni dava jisty jev. Prizniva
je z nich jedina, proto je hledanad pravdépodobnost rovna %.

Pro¢ je 4loha 3 jind nez uloha 27 Strucné Feéeno: protoze v wloze 2
nevime, kolikdtym ditétem ona divka je, a to zplisobi zmény pravdépo-
dobnosti nahlizenych jevi. Pii feseni tloh o pravdépodobnosti rozebereme
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zadani tlohy a snazime se najit odpovidajici ,model®, ktery umime vyjad-
fit pomoci zndmych pravdépodobnosti. A mnohdy dojdeme ke spravnému
feSeni riiznymi tvahami. Uloha 2 byva nékdy oznadovana pro svou zaménu
s ulohou 3 jako paradox. Ukazme si nékolik ,,bludnych® Gvah, jejichz vinou
to opravdu jako paradox vypada.

Ruzné chybné avahy o druhé tuloze

Bludnd tvaha 1. Vezmeme v uvahu vSechny mozZnosti (a pojmenujeme
zminénou divku Anicka): Anicka muze byt nejmladsi, prostfedni nebo nej-
starsi. Tyto moznosti se navzdajem vylucuji a dohromady davaji jev jisty.
Pravdépodobnost, ze Anicka je nejmladsi, prostfedni ¢i nejstarsi, je stejna,
tedy % V kazdém ze zminénych ptfipadt je pravdépodobnost, ze Anicka

mé dvé sestry, rovna I (viz tiloha 3). Celkova pravdépodobnost je tedy

11,1 1.1 11

3'1T3 it 1T 1

Bludnd tvaha 2. Divka, o které uz vime, ma tedy dva sourozence. Pravde-

podobnost, Ze mladsi z nich je chlapec, je rovna pravdépodobnosti, Ze to je

divka, je tedy % Pravdépodobnost, Ze starsi sourozenec je divka, je také %

Pohlavi mladsiho a starsiho sourozence je nezdvislé, proto pravdépodob-
1_1

o PR 1 _
nost, Ze divka md dvé sestry je 5 - 5 = 7.

Kde je chyba?

Ukazme si, kde se v jednotlivych tivahédch stala chyba. (Pozorny ¢étenas
si zajisté v8iml, Ze v kazdé z uvah je ¢ast textu vyznacena kurzivou.)
Co nas mate v avaze 1?7 Jméno. Chceme-li pocitat pravdépodobnost
jevu jako
pocet vysledku priznivijch danému jevu

)

pocet vsech moznych vysledki

musi mit ony pocitané vysledky stejnou pravdépodobnost.

Casto ale posuzujeme jevy, jejichz riizné vysledky stejnou pravdépodob-
nost nemaji. Prikladem vysledkt pokusu, které stejnou pravdépodobnost
nemaji, jsou napftiklad soucty ok na dvou vrzenych kostkach: vysledek
,padne soucet 2“ mé jisté mensi pravdépodobnost nez vysledek ,padne
soucet 7¢. Takové vysledky se pro vypocet pravdépodobnosti podle zmi-
néného schématu pouzit nedaji.

Dalsim typickym pirikladem pokusti, kde vysledky stejnou pravdépodob-
nost nemaji, je vznik skupin prvkd, v nichZ se prvky opakuji (,,kombinace
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s opakovanim“). Proto pfi feSen{ tloh o pravdépodobnosti prvky rozligu-
jeme (hrnecky éislujeme, détem ddvame jména...). A pravé to nés ted
zmétlo. Kdyby Anicka v tvaze 1 byla opét jen ,divka“, asi bychom ne-
napsali: ,Vezmeme v Gvahu vSechny moznosti: divka mize byt nejmladsi,
prostfedni nebo nejstarsi. Tyto moznosti se navzdjem vylucuji...“ Je-li
v rodin€ vice divek nez jedna, uvedené moznosti se nevylucuji.

e Tomu, 7e divka je v rodiné nejmladsi, odpovidaji trojice: (d, h, h);
(d,h,d); (d,d,h); (d,d,d).

e Tomu, 7e divka je v rodiné prostiedni, odpovidaji trojice: (h,d,h);
(h,d,d); (d,d,h); (d,d,d).

e Tomu, 7e divka je v rodiné nejstarsi, odpovidaji trojice: (h,h,d);
(h,d,d); (d,h,d); (d,d,d).

Trojice se dvéma divkami jsme zapocitali dvakrat, trojici samych divek
dokonce tiikrat. O stejné pravdépodobnosti nemuze byt fec.

Budiz, ivaha 1 neni v poradku. Ale co lze vytknout tvaze 2?7 Kurziva
napovida, ze je to Spatné celé...?

Jiz z minulych Gvah vidime, Ze pravdépodobnost, Ze jsou v rodiné prave
dva chlapci (trojice (h,h,d); (h,d,h); (d,h,h)), a pravdépodobnost, Ze
dalsi dvé déti v rodiné jsou rtizného pohlavi (trojice (h,d,d); (d,d,h);
(d, h,d)), je stejnd a rovna trojnasobku pravdépodobnosti, Ze v rodiné
jsou jen divky (trojice (d,d,d)), coz je, jak vime .

Resit proto pravdépodobnost toho, Ze v rodiné je dalsi divka, kdyz tam
jiz jedna divka je, je matouci. Uvahy nés pfivadi zpét k predchozim argu-
menttm. Nevime-li, kolikdtym ditétem ona divka je, nemiizeme predpokla-
dat, Ze to, ze sourozenec je chlapec ¢i divka, ma stejnou pravdépodobnost,
a uz vibec nejsou tyto jevy nezavislé. Nejde o narozeni nového jedince
(tam by pravdépodobnost opravdu % byla), ale o zkoumani rodin, kde jiz
3 déti jsou. (Kdyby §lo o jesté nenarozené sourozence, byla by ona divka
nejstarsi — a ten piipad jsme jiz vyftesili.)

Situaci si mizeme predstavit jako losovani. S pravdépodobnosti % v ném
vybereme rodinu, kterd ma dalsi déti dva hochy, z ni tedy sourozenec divka
nebude. S pravdépodobnosti % vybereme rodinu, ktera méa dalsi déti hocha
a divku, z ni tedy (mladsi) sourozenec bude divka s pravdépodobnosti %
S pravdépodobnosti % vybereme rodinu, kterd mé dalsi déti dvé divky,
z ni tedy sourozenec divka je jev jisty, pravdépodobnost je 1. Jenze tento
vybér zaroven odpovédél na otazku, jaké pohlavi mé starsi ze sourozencti,
a tedy oba sourozenci. Divka to byla pravé v % rodin.
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Podminéna pravdépodobnost

Veskeré pochyby si uSetfime, podivame-li se na problém tak, jak je
formulovan: jako na podminénou pravdépodobnost. Pfipomenme nejprve,
co rozumime podminénou pravdépodobnosti, a uvedme nékolik pravidel
pro jeji urceni.

Méame dva ruzné jevy A, B. Pfedpokladejme, Ze zname pravdépodob-
nosti toho, Ze nastane jev A, Ze nastane jev B a Ze nastanou oba jevy zaro-
ven. Budeme dale zkoumat, jak je pravdépodobnost jednoho jevu v ndhod-
ném pokusu ovlivnéna tim, Ze jiz zname vysledek jevu druhého. Oznacme
pravdépodobnosti toho, Ze nastane jev A, jev B a oba jevy AN B, po fadé
P(A), P(B), P(AN B). Zapisem P(A|B) budeme rozumét pravdépodob-
nost, Ze nastal jev A za predpokladu, Ze nastal jev B.

Vime-li, Ze nastal jev B, pak to, Ze nastal jev A znamend, Ze nastaly
oba jevy soucasné. Protoze pravdépodobnost, Ze nastal jev B, ma hodnotu
P(B), plati P(A|B) - P(B) = P(ANB).

A (40)

Obr. 1

Tlustrujme si uvedenou tivahu na piikladu relativnich ¢etnosti provede-

nych pokust z pohledu jevi A, B na obr. 1. Zde plati:
40 25 10
P(A)=—, PB)=-—, PANB)=-—.

(4) 100 (B) 100 ( ) 100
Pokud nastal jev B, je mnozinou vSech moznych vysledki celd mnozina B,
pfiznivymi vysledky jevu A ztstavaji jen ty, které lezi zaroven v mno-
7iné B, a tedy P(A|B) = 32. Potom

_10025 10,00 g

P(A|B)~P(B)—2—5~ﬁ—ﬁ—
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Analogicky plati P(B|A)-P(A) = P(BNA). Z rovnosti pravdépodobnosti
P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A) odvodime pro P(A) > 0 a P(B) > 0
vztahy pro obé podminéné pravdépodobnosti:

P(BJA) - P(A)

P(A|B) - P(B)
P(B) '

P(A|B) = )

P(B|A) =

Tyto vztahy jsou zndmy jako Bayestv vzorec.

Vratme se k nasi tloze. Otazka ,Jak4 je pravdépodobnost, Ze rodina
se tfemi détmi ma samé divky, jestlize vime, ze jednu divku maji?* je
ziejmou formulaci podminéné pravdépodobnosti.

Ozna¢me D tvrzeni ,v rodiné je divka“, D3 tvrzeni ,v rodiné jsou
tfi divky“. Dale D3|D je zkoumané tvrzeni a D|D3 je trividlné pravdivé
tvrzeni ,v rodiné je divka, jsou-li tam tii divky“.

Potom nase otdzka je otdzkou na pravdépodobnost P(D3|D) a podle
vzorce pro podminénou pravdépodobnost plati:

P(D|D3) - P(D3)

P(D3|D) = 50

V nai tloze plati P(D) = £, P(D3) = %, P(D|D3) = 1. Proto

1.+ 1

P(D3|D) = % =-.

g 7
Podminéné pravdépodobnost tak, jak je uzita ve vySe uvedeném pti-
kladu, je velmi jednoducha. Jeden jev je zde podjevem (tj. podmnozinou)
druhého. V obecnéjsich pfipadech je podminéna pravdépodobnost velmi
dilezita, naptiklad pfi zkoumani pravdépodobnosti, jak néjaky test urci

pravdépodobnost vyskytu poruchy, odchylky, onemocnéni. . .

Bayesuv vzorec pro diléi jevy
Predstavme si dva ruzné jevy A, B, pfi¢emz jev B je sjednocenim na-
vzéajem neslucitelnych jevt B1, B2, B3. Potom
P(B) = P(B1) + P(B2) + P(B3).
Proto
P(B|A) - P(A) P(B|A) - P(A)

PAIB) = ——p 5y = PiB1) + P(B2) + P(B3)
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Ukazme si jeho pouziti na piikladu.

7 dsti starsich 10 let, které Ziji na vesnici, umi sekat travu kosou 50 %.
Z téch, které na vesnici travi jen prazdniny, to umi 20 %. Z déti, které
opusti mésto jen na vylety, tdbory a podobné, to umi jen 2 %. Jarda umi
sekat travu kosou. Jardu jsme ndhodné vylosovali z 1000 déti, z nichz je
300 z vesnice, 550 z mésta, ale jezdi na prazdniny na vesnici, a 150 travi
vétsinu ¢asu ve mésté. Jaka je pravdépodobnost, ze Jarda je z mésta?

U je jev ,umi sekat kosou“, pficemz U1l znamend ,umi sekat kosou a
je z mésta“, U2 ,umi sekat kosou a jezdi na prazdniny“ a U3 znamena
,2umi sekat kosou a je z vesnice“. M je jev . je z mésta“, L je jev ,jezdi na
prazdniny“, V je jev ,je z vesnice”.

PU|M) - P(M) _
PM|U) = P(U1) + P(U2)+ P(U3)
_ PU|M) - P(M) _
PU|M)-P(M)+ P(U|L)- P(L) + P(U|V)-P(V)
0,02-0,15 B 0,003 3

©0,02-0,15+0,2-0,55+0,5-0,3 0,003+0,114+0,15 263 0,014.
Chceme-li si vzorec lépe predstavit, pak pfi uvedenych pocétech déti a
uvedenych pravdépodobnostech, ze umi sekat kosou, méme z 1000 déti
150 ,;sekac¢u“ z vesnice, 110 z prazdninovych a 3 z mésta. Jarda je z mésta,
pokud je jednim z onéch tfi, pricemz véech déti, které umi sekat kosou, je
263. Proto je hledana pravdépodobnost 263 =0,014.

Na zavér si ukazme jeden ¢asto uvadény piiklad (podobny najdete na-
priklad v [2]).

Screeningové programy

Odbornici na lidské zdravi nepochybuji o tom, ze vcasné podchyceni
rizika vaznych onemocnéni vyznamné zvysuje Sanci na dlouhy Zivot bez
vaznych komplikaci. Proto existuji tzv. screeningové programy, pii nichz
jsou vysSetfeni vSichni jedinci z ur¢ité (skupiny) populace. Jenze zadny
test neni stoprocentné spolehlivy. Dobry test bude mit jednak vysokou
schopnost podchytit danou vadu (tj. vysokou senzitivitu — procento za-
chycenych vyskyti), jednak nebude vyvoldvat falesné poplachy (bude mit
vysokou specificitu — procento nalezli, které jsou ,opravnéné“).

To, ze danym testem projdete jako pozitivni, tedy signalizuje danou
vadu pouze s néjakou pravdépodobnosti, kterd podle vyse uvedenych avah

172 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



zéavisi také na tom, jak Casto se zminéna diagndza v populaci vyskytuje.
Uvedme (smysleny) pfiklad.

Ve sledované skupiné obyvatel se vada V vyskytuje u kazdého tisictho
¢lovéka. Dostupny test mé senzitivitu 98 % (tj. pouhd 2 % piipadt neod-
hali) a specificitu 95 % (tj. 5 % zdravych lidi ma pozitivni test).

Otazka: Jaka je pravdépodobnost, Ze ¢lovék A trpi danou vadou, pokud
byl jeho test pozitivni?

Odpovéd: Oznaéme P(V') pravdépodobnost, ze ¢lovék A trpi vadou V,

P(T) pravdépodobnost, ze byl pozitivné testovan,

P(V|T) pravdépodobnost, ze trpi vadou, byl-li pozitivné testovan,

P(T|V) pravdépodobnost, ze byl pozitivné testovén, trpi-li vadou,

P(T|V') pravdépodobnost, ze byl pozitivné testovan, netrpi-li vadou.

Tedy v nasem piikladu P(V) = 0,001, P(T|V) = 0,98, P(T|V’) = 0,05.
Pak podle Bayesova vzorce plati

_ PV PV) _ Pav) pv) =
PVIT) = ——5@ " = B@v) - POV) = PV - POV
0,98 - 0,001 = 0,019,

~ 0,980,001 + 0,05 - 0,999

Pravdépodobnost, Ze pozitivné testovany ¢lovék mé opravdu problém, tedy
neni onéch obavanych 95 %, ale neceld dvé procenta.

vz

Poznamka: Ovérte, ze pokud je vyskyt vady v populaci desetkrat vyssi, tj.
P(V) = 0,01, pak pfi nezménéné senzitivité a specificité bude zkoumana
pravdépodobnost P(V|T) = 0,165.

V ¢lanku jsme uvedli nékolik prikladi urceni pravdépodobnosti podmi-
nénych jevi. Do této skupiny spadaji také mnohé tlohy uvadéné v riznych
kvizech ¢i sadach tloh pro volné chvile. Klicem ke spravnému feSeni zde
byva nejen znalost metod vypoctu pravdépodobnosti, ale hlavné schopnost
spravné zformulovat problém. Jednu podobnou tlohu najdete i v uéebnici
[1] (tloha *2.96).
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