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Ulohy 1. kola (domaéci ¢4st)
67. ro¢niku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-T-1

Pavel st¥idavé vpisuje ki¥izky a kolecka do policek tabulky (za¢ind kiiz-
kem). KdyZ je tabulka celd vyplnénd, vysledné skdre spocita jako rozdil
O — X, kde O je celkovy pocet fadka a sloupcii obsahujicich vice kolecek
nez kiizkdt a X je celkovy pocet radkt a sloupctt obsahujicich vice kiizk
nez kolecek.
a) Dokazte, Ze pro tabulku 2 x n bude vysledné skére vzdy 0.
b) Uréete nejvyssi mozné skére dosazitelné pro tabulku (2n + 1) x (2n + 1)

v zavislosti na n.
(Josef Tkadlec)

A-T1-2

Dokazte, ze pokud je soucet dvou danych redlnych cisel a, b vétsi nez 2,
ma soustava nerovnic

(a—Dx+b<ax?<ax+(b—1)

nekone¢né mnoho feseni x v oboru realnych ¢isel.
(Jaromir Simsa)

A-1-3
V roviné jsou dany dvé shodné kruznice o poloméru 1, které maji vnéjsi
dotyk. Uvazujme pravothelnik obsahujici obé kruznice, jehoz kazdé strana
se dotyka aspon jedné z nich. Urdete nejvétsi a nejmensi mozny obsah
takového pravouhelniku.
(Jaroslav Svrcéek)
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A-T-4
Najdéte nejvétsi prirozené c¢islo n takové, ze hodnota souctu

V1] + [V2] + V3] +...+ [Vn]

je prvocislo. Zapis |x| znac¢i nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez x.
(Patrik Bak)
A-1-5
V konvexnim ¢tyrahelniku ABCD plati

IXABC| = |XACD| a |XACB|=|XADC]|.

Predpokladejme, Ze stfed O kruznice opsané trojuhelniku BC'D je razny
od bodu A. Dokazte, ze tthel OAC je pravy.
(Patrik Bak)

A-1-6
Najdéte nejvétsi mozny pocet prvkd mnoziny M celych ¢isel, kterd méa
nasledujici vlastnost: Z kazdé trojice ruznych ¢isel z M lze vybrat néktera

dvé, jejichz soucet je mocninou ¢isla 2 s celociselnym exponentem.
(Jan Mazak)

KATEGORIE B
B-I-1
Najdéte vsechny mnohocleny tvaru

az® + bz + cx + d,

které p¥i déleni dvojclenem 222 + 1 davaji zbytek = + 2 a pii déleni dvoj-
¢lenem z2 + 2 davaji zbytek 2z + 1.
(Pavel Caldabek)

B-1-2
Dokazte, ze pro kazdé kladné realné ¢islo ¢ plati nerovnosti

?+1
0< “VE<|t—1|.
T t+1 \[_' |

(Tomds Jurik)
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B-I-3
Necht ABCD je kosoctverec s kratsi thlopfickou BD a FE vnitini bod
jeho strany CD, ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABD. Urcete
velikost jeho vnitiniho thlu pfi vrcholu A, maji-li kruZnice opsané troju-
helnikim AC'D a BCFE pravé jeden spoleény bod.
(Jaroslav Svrcek)

B-14
Urcete pocet vsech trojic pfirozenych ¢isel a, b, ¢, pro kterad plati

a+ ab+ abe + ac + ¢ = 2017.

(Patrik Bak)

B-1I-5
Je dan lichobéznik ABCD (AB || CD). Uvazujme obé ptimky, z nichz
kazda déli dany lichobéznik na dvé casti stejného obsahu a je pfitom rov-
nobézna s jeho uhloptickou AC, resp. BD. Dokazte, ze prusecik téchto
dvou pfimek lezi na usecce, ktera spojuje stiedy obou zdkladen AB a CD.
(Jaromir Simsa)
B-1-6
Najdéte nejveétsi mozny pocet Cisel, jez lze vybrat z mnoziny

{1,2,3,...,100}

tak, aby mezi nimi nebyla zadné dveé, ktera se 1isi o 2 nebo o 5.
(Pavel Caldbek)

KATEGORIE C

C-I-1
Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo abed takové, ze rozdil

je trojmistné ¢islo zapsané tfemi stejnymi ¢islicemi.
(Patrik Bak, Mdria Domdnyovd)
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CI1-2

Urcete nejveétsi mozny pocet neprazdnych po dvou disjunktnich mnozin
se stejnymi soucty prvkid, na které lze rozdélit mnozinu

a) {1,2,...,2017},

b) {1,2,...,2018}.

Je-li mnozina tvofena jednim cislem, povazujeme ho za soucet jejich
prvku.

(Patrik Bak)

C-1-3
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB, v némz D znadci
patu vysky z vrcholu C. V poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB a vnitinim
bodem C uvaZzujme body FE, F' takové, ze thly FBA, FAB jsou pravé,
|BE| = |BD| a |AF| = |AD|. Dokazte, Ze ptimky AE a BF se protinaji
na usecce CD.
(Jaroslav Svrcek)

C-14
Urcete nejvétsi celé cislo n, pii kterém lze ¢tvercovou tabulku n x n
zaplnit pFirozenymi ¢isly od 1 do n? tak, aby v kazdé jeji ¢tvercové ¢asti
3 x 3 byla zapsana aspon jedna druha mocnina celého ¢isla.
(Jaromir Simsa)

C-1-5
Je dana kruznice k(O,r) a bod A, kde |[AO| = d > r. Te¢ny z bodu A se
dotykaji kruznice k v bodech B, C'. Trojihelniku ABC je vepsana kruznice.
Vyjadrete jeji polomér p pomoci danych délek d a r.
(Sdrka Gergelitsovd )

C-I-6

Na kruhovém opevnéni hradu je nékolik vézi. Do nich se rozmisti pét
¢ernych a pét rudych rytifa (v kazdé vézi jich mize byt vice i riznych ba-
rev) a zacnou strazit. Po uplynuti kazdé hodiny pfejdou vSichni ¢erni rytifi
do sousedni véze ve sméru chodu hodinovych rucicek a vsichni rudi rytifi
prejdou do sousedni véze v opacném sméru. Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Je-li véz osm, mohou se rytifi na poc¢dtku rozmistit tak, ze b&hem
kazdé hodiny bude v kazdé vézi aspoinl jeden rytif.
b) Je-li vézi sedm, nékterou hodinu zistane aspoii jedna véz neobsazens,

at se na pocatku rytifi rozmisti jakkoliv.
(Pavel Caldbek)
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