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Vyuka diferencidlniho poc¢tu na gymnaziich vrcholi praktickymi ukéz-
kami vySetfovani prubéhu konkrétné zadavanych elementarnich funkci.
Z ¢asovych duvodu pritom zaktm neuvadime motivacni situace, které k po-
tfebé zkoumani té ¢i oné funkce vedou. V ucebnici [1] sice par takovych
praktickych ukazek z oblasti geometrie a fyziky nechybi, otdzkou vsak zi-
stavé, kolik z nich v omezeném case stac¢ime s zaky probrat. V tomto ¢lanku
se proto budeme vénovat jedné pomérné malo znamé, pojmoveé dobte pti-
stupné a Casové nenarocné ukazce uziti diferencidlniho poctu v oblasti
¢iselnych vypoctn, ukazce, na kterou lze i k nasemu predmétu lhostejnéjsi
zaky navnadit nabidkou experimentovani s kalkulackami. Ukazeme rov-
néz, jak lze dané téma pro matematicky zdatnéjsi zaky prodlouzit o malou
exkurzi do teorie raciondlnich cisel. Méné zdatnym zakim miZeme misto
toho alespori nabidnout zajimavy pfiklad na pocitani s mocninami, ktery
autor ¢lanku v zadné sbirce piikladd na Gpravy algebraickych vyrazi snad
nikdy nevidél (uréité by si ho zejména v mladsim véku zapamatoval). Néco
mocninnym a exponencialnim funkcim.

Slibeny namét je prozrazen jiz v nazvu naSeho ¢lanku: budeme fesit
jak pro dand kladnd redlnd c¢isla a a b v pripadé a # b rozhodnout, kterd
z mocnin a® nebo b® je vétsim cislem. Ukazeme, %e pro nékteré takové
dvojice (a,b) je odpovéd snadnd (pfiklad 1), pro jiné dvojice lze uplatnit
hlubsi vétu 1, k jejimuz dikazu budeme — mozné ponékud prekvapivé —
potiebovat pravé diferencidlni pocet. Kone¢né pro zbyvajici dvojice (a,b)
je porovnani mocniny a® s mocninou b® obtiznou otézkou, p¥i niz pres
predpoklad a # b nelze vyloucit kuriézni rovnost a® = b®. Té se budeme
téz v ¢lanku zevrubné vénovat a mj. pro ni dokdzeme pozoruhodnou vétu 2.

Co vSe napovi kalkulacka

Zaky vybavené kalkulackami s tlacitkem |~ | miizeme vyzvat, aby se po-
kusili zjistit néjaké poznatky o srovnani hodnot a’ a b® cestou rtiznjch
voleb kladnych ¢isel a a b. Nemusime k tomu hned dodavat néjaké in-
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strukce, staCi jen poznamenat, pro¢ nas nezajima ani pfipad a = b, ani
pripad, kdy jedno z ¢isel a, b je rovno jedné.

Neni vylouceno, ze brzy poté se nékdo z zakiu vytasi s prekvapivou
rovnosti 2* = 42. Pokud ne, mtZeme t¥idu k hleddni takového piikladu
ponouknout. A kdyz uz ono dvoji vyjadreni ¢isla 16 napiSeme na tabuli,
zeptame se vzapeéti zakl, zda nékdo najde jiny piiklad téhoz razeni. Pro-
toze se tak patrné nestane'), po chvili dotyéného ticha vyzveme zaky, aby
rovnost a® = b® otestovali na kalkuladce pro hodnoty a = V3ab=3V3
— bude to soucasné i provérka toho, jak dobfe zaci praci s kalkulackou
ovladaji i jak je kalkulacka pfesna. V nékterych tridach si pak dovolime
i polozit znepokojujici otazku, zda shodnost obou na displeji zobrazenych
vysledktt mocnéni je skuteénym dtkazem posuzované rovnosti. Ten pak
s zaky snadno provedeme, kdyz obé strany rovnosti upravime na mocninu
¢isla 3 s tymz exponentem %\/g

V druhé fazi numerického experimentovani s kalkulackou nasmeérujeme
zaky, aby porovnavali hodnoty mocnin a® a b* pro dvojice kladnjch ¢&isel
a, b s malou (kladnou) odchylkou |a — b|. Nejdiive je pfitom vyzveme
k ovéfeni nerovnosti

2,12 > 231 (4,41 > 4,287...),
3,13 < 3%t (29,791 < 30,135...),

které ukazuji, ze ¢isla 2 a 3 patfi, obrazné feceno, do dvou riaznych tabort
Cisel, protoze maji v daném ohledu protichéidné vlastnosti. Zaci mohou déle
otestovat, ze do tabora ¢isla 2 patii véechna (kladnd) ¢isla mensi nez 2 a ze
do tabora ¢isla 3 patii vSechna cisla vétsi nez 3. Pak mtizeme vystupnovat
napéti ve t¥idé otdzkou, kdo najde co nejvétsi ¢islo z prvniho tabora (patii
tam napiiklad ¢islo 2,6) a co nejmensi ¢islo z druhého tédbora (s éislem
kupiikladu 2,8). Tteba se pak nékdo z Zactva ptihlasi s domnénkou, Ze
oba tabory na Ciselné ose oddéluje proslulé ¢islo e, které zname jako zdklad
prirozengch logaritmi. Budeme tak s zaky motivovani k ,intervalovému*
vymezeni obou tabort danému nize ve vété 1, kterd doty¢nou hypotézu
v obecnéjsi podobé potvrzuje a kterou uzitim derivaci snadno dokazeme.
Ve tfidach, kde diferencialni pocet neprobirdme, mtzeme zaktim vétu 1
pouze prozradit, ilustrovat jeji obsah dal$imi numerickymi ukézkami a
obecné vyftesit alesponi nasledujici priklad.

1) Jak se déle ukaze, neni toto negativni konstatovani projevem autorova pedagogic-
kého pesimismu. Pfi psani ¢lanku ho naopak provazela opacna dusSevni vlastnost, jak
je snad misty z textu patrné. Autor dokonce véri, ze si ho pfectou nejen recenzenti.
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Priklad 1
Je-li0 < a<1<b,jez cisel ab, b* vétsi to druhé. Dokaizte.

Reseni. Exponencialni funkce y = r® s danym zdkladem  je v proménné z
jak zndmo klesajici, resp. rostouci, je-li 0 < r < 1, resp. » > 1. Odtud
dvojim uzitim (pro r = a a pro r = b) za piedpokladu 0 < a < 1 < b
dostaneme potiebné:

W>'=1>a=a'>a.

Véta 1
Pro libovolna kladna reélna ¢isla a, b v piipadé a < b < e plati b* > a’,
zatimco v pifpadé e < a < b plati naopak a® > b®.

Dikaz. Jak uc¢inné vystihnout, kdy pro kladné ¢isla a, b plati nerovnost
a’ > b*? Jejim logaritmovanim a naslednym vydélenim soucinem ab do-
staneme ekvivalence
Ina Inb
a’ > b < blna>alnb < —>T.
a
S ohledem na symetrii feSené otazky v cislech a, b vidime, Ze porov-
nani hodnot a’, b* dopadne vZdy stejné jako porovnani hodnot f(a), f(b)
(v tomto pofadi) pro funkci f definovanou na mnoziné vsech kladngch ¢isel
predpisem
_Inz

fla) ===,

x
Tvrzeni dokazované véty tak lze zapsat implikacemi

O0<a<b<e= f(a)< f(b) a e<a<b= f(a)> f(b),

které vyjadiuji pravé to, ze funkce f je rostouci na intervalu (0,e) a klesa-
jici na intervalu (e, 00). To mtzeme (podle zndmé poucky z diferencidlniho
poctu) ovéfit vypoctem jeji derivace a uréenim intervalti, kde je tato deri-
vace kladna, resp. zaporna:

)

lnx)/_ (1/z)-x—nz-1 1-Inz
x

o = (

f(2) >0 < Inz <1 < z€(0,e),

2 2

() <0 < Inz>1 < x € (e,00).
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Tim je cely dikaz hotov.?) Graf funkce f, kterou jsme pii ném vyuzili, je
vykreslen na obr. 1, a to spole¢né s pfimkou o rovnici y = ¢, kde konstanta ¢
je spole¢na hodnota funkce f v bodech z = 2 a x = 4. Skutecné,

f(2)= %ln2 = iln4 = f(4),

coz odpovida také diive uvedené rovnosti 2% = 42.
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Obr. 1

Ptipad rovnosti a® = b®

Podle piikladu 1 a postupu z dikazu véty 1 je zfejmé, ze porovnani
mocnin a® a b je problematické v situaci, kdy obé éisla a, b jsou vétsi nez 1
a pritom ,o0dd€leny* ¢islem e, tedy 1 < a < e < b bez jjmy na obecnosti.
Graf funkce f to dobfe dokldda, navic umoznuje graficky urcovat dvojice
Cisel (a,b) spliiujici podminky

a® =0, kdeac€ (1,e) abc (e,00),
a to s mirou presnosti odpovidajici kvalité jeho vykresleni. Dokonce je
o¢ividné (a Bolzanovou vétou o mezihodnotéch spojité funkce exaktné za-
ruéené), ze pro kazdé a € (1,e) existuje takova dvojice (a,d) s (jedinym)
vhodnym b € (e, 00). Bylo by jisté zddouci mit pro doty¢né dvojice (a,b)

2)Fakt, 7e intervaly monotonie (0,e) a (e, 00) mizeme rozsifit na intervaly (0,e) a
(e, 0), je disledkem spojitosti funkce f (v bodé e).
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analytické vzorce! Ano, takové vzorce existuji a uvedeme je ted v zadani
ukolu, ktery mutze nezasvéceného vykonavatele v pripadé tspésného do-
poctu docela mile prekvapit.

Priklad 2
Vypoététe rozdil a® — b pro hodnoty a, b uréené vzorci

a=<1+i>r a b:(1+i)r+l, (V)

kde r > 0 je dané cislo.

Reseni. Hledany rozdil je roven nule pro kazdé r > 0, nebot obé mocniny
a® a b® se pro uréené a, b rovnaji:

1 r (1+%)7~+1 T_[(r4;1)]r+1
()
T

= " =
(rtnrtl a
rl % r41 (r+1)a 1 r+1 .
r r r

K ptikladu 2 dodejme, ze volbou r = 1/2 ve vzorcich (V) dostaneme
dvojici ¢isel a = V3ab= 3\/3, se kterou jsme se seznamili uz diive. To
vsak nijak nesnizuje udiv nad moznosti, ze nékdo mohl dotycné vzorce
pro dvojice ¢isel (a,b) s vlastnosti a® = b* jen tak uhodnout. Poodhalime
rousku oné zdhady kratkou avahou, kterd nas dokonce privede k odvozeni
vzorcii (V) pro kazdé feSeni rovnice a® = b® v oboru kladnjch realnych
¢isel a a b, pro néz navic plati a < b.

Diky posledni nerovnosti mame b = ka pro vhodné (redlné) ¢islo k > 1.
Dosadime-li to do rovnice a® = b, dostaneme

a =

a* = (ka)?,
odkud po umocnéni obou stran ¢islem 1/a obdrZime
a* =ka meboli o' =k,
takze po dalsim umocnéni, tentokrat ¢islem 1/(k — 1), dojdeme k vyjad-

fenim
1 141
a=k* 1 a b=ka=k %1,
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Piejdeme-li od parametru & > 1 k novému parametru r = 1/(k — 1) > 0,
s ohledem na zpétny vztah k =1 + % jiz z¥ejmé obdrzime vzorce (V).

Poté, co jsme objasnili pivod vzorct (V), obratme nasi pozornost na
atraktivni tikol, kterym je feSeni rovnice a® = b® v oboru kladnych racio-
ndlnich &sel a a b.?) Protoze nas nezajimaji trivialni feSeni a = b, mizeme
diky symetrii opét pfedpokladat, ze plati a < b. Stojime tak podle pfedcho-
ziho vykladu vlastné pred otazkou, pro kterd kladna redlné ¢isla r urcéuji
vzorce (V) dvé racionélni ¢isla a a b.

Mezi hledand ¢isla r ziejmé patii vSechna pfirozena cisla, kterym od-
povidaji dvojice (a,b) tvaru

(2’4)) 97g Y %7@ LA
48 277 81

(vy¢islili jsme je pouze pro r = 1,2,3). Ze pro jiné hodnoty r jiz zadnou
dvojici racionalnich ¢isel nedostaneme, je netrividlni poznatek, ktery nyni
uvedeme i s Uplnym dikazem.

Véta 2
Nechf pro kladna racionalni ¢isla a a b plati a® = b, pficemz a < b.
Pak existuje pfirozené ¢islo n takové, ze Cisla a a b maji vyjadieni

1 n 1 n+1
a(1+) a b(1+) .
n n
Diikaz. PopiSeme postup z ¢lanku [2]. Podle ného pfedpokladanou rovnost
a® = b® nejprve upravime na

Sl

b=a-,

odkud po vydéleni ¢islem a dostaneme

Diky pfedpokladu a < b je exponent mocniny na pravé strané€ rovnosti
kladné racionalni ¢islo, které nyni zapiseme zlomkem v zékladnim tvaru:
b m

S 1=,
a n

3)V oboru p#irozengch Esel méa tato rovnice za podminky a < b jediné Feseni (a,b) =
= (2,4), jak plyne z véty 1, podle které pak totiz musi byt a € (1,e), tj. nutné a = 2.
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kde m a n jsou dvé nesoudélna prirozena cisla. Dosazenim do obou stran
doty¢né rovnosti tak dostaneme

m m
7+1:an7
n

neboli
m-+n

m
:a’ﬂ.

n

odkud po umocnéni obou stran na n-tou dostaneme

(m +n)"
n’!L

=a™. (%)

S rovnosti (x) spojime klicovou tivahu: zapiSeme-li raciondlni ¢islo a™ zlom-
kem v zakladnim tvaru a poté jeho Citatel i jmenovatel rozlozime na prvo-
¢initele, bude kazdé prvodislo p, pfitomné af uz v Citateli ¢i jmenovateli,
vystupovat v mocniné, kterd ma exponent délitelny ¢islem m — bude totiz
m-nasobkem prislusného exponentu mocniny prvocisla p v Citateli, resp.
jmenovateli toho zlomku v zédkladnim tvaru, ktery je roven ¢islu a. Odtud
s ohledem na to, ze ¢isla m + n, n jsou stejné jako ¢isla m, n nesoudélna,
z odvozené rovnosti (x) plyne, Ze také obé mocniny (m + n)” a n' maji
ve svych rozkladech vsechna prvocisla zastoupena s exponenty délitelnymi
¢islem m. Protoze vSak tyto exponenty jsou zfejmeé i délitelné cislem n,
jsou dokonce délitelné soucinem mn (opét diky nesoudélitelnosti m a n).
Proto existuji pfirozena ¢isla u a v takova, ze

(m + n)n — umn a nn — ,Umn

odkud po odmocnéni plyne
m+n=u" a n=v
Rozdil u™ — v™ je tak roven c¢islu m, coz je mozné, jak vzapéti ukdzeme,

jediné v pripadé, kdy exponent m odecitanych mocnin je roven 1. Skuteéné,
v pfipadé m > 2 bychom totiz podle binomické véty dostali

m=u"—0">@w+ )" —0" > (1

m) ,Umfl Z m7
a tedy m > m, coz je potiebny spor.
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Dosazenim m = 1 do (*) dostaneme jiz pfimo dokazované vyjadieni pro
¢islo a, pro ¢islo b pak staci dosadit uréené a do rovnosti

boy_m_1

a n n
kterou jsme ¢isla m a n zavedli. Dtikaz je hotov.

Na uplny zavér dodejme, ze ¢isla z dokazané véty 2 tvori posloupnosti

pP= {1+1]
n

n=1

1 n+1\
n
n=1

které jsou znamé tim, ze v klasickych kurzech matematické analyzy jsou
vyuzivany k samotné definici ¢isla e. Tak je tomu napf. na str. 96-98
dnes jiz legendédrni ucéebnice [2] sepsané Vojtéchem Jarnikem. Tam je také
podéan elementarni algebraicky dikaz toho, Ze posloupnost P je rostouci,
posloupnost ) klesajici a Ze obé maji stejnou limitu. Pravé ta je pak
prohlasena za cislo e a slouzi pozdéji k odvozeni vlastnosti ocekdvané od
zékladu prirozenych logaritmi, kterou je rovnost
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