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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 237 a 238 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2018 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu
mfiQupol.cz.

Uloha 239
Ozna¢me M stied zdkladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC
a F patu kolmice z bodu M na stranu BC'. Pfimka ¢ je kolma k AF a
prochézi bodem C'. Dokazte, Ze pfimka ¢ prochézi stfedem tsecky M F.
Robert Geretschliger (Graz)
Uloha 240
Petr vylozil na stal 2017 karet popsanych ¢isly 1,2,...,2017. Na lici
kazdé karty je napsano praveé jedno prirozené ¢islo, rub je prazdny a karty
jsou otoceny rubem nahoru. Poté s kartami provedl nasledujicich 2017
krokil. V k-tém kroku otoéil (zaménil rub a lic) kazdou kartu oznacenou
Cislem délitelnym k. (V prvnim kroku oto¢il véechny karty licem nahoru,
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poté otocil rubem nahoru vSechny karty popsané sudymi ¢isly, atd.) Urcete
soucet Cisel na kartickach obracenych licem nahoru po téchto 2017 krocich.
Jozef Mészdros

Dale uvadime feSeni uloh 235 a 236, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve tretim Cisle aktudlniho ro¢niku naseho casopisu.

Uloha 235

Na jednotkové kruznici se stiedem S je ddna kone¢nd mnozina obloukt
délek mensich nez 7, pritom soucet délek vSech oblouki je vétsi nez 2.
Dokazte, ze existuje primka prochazejici bodem S, ktera protina aspon tii
z téchto oblouki. Jacek Uryga (Katowice)

Reseni. Ozna¢me O danou mnozinu oblouki. Délka kazdého oblouku o
z mnoziny O je mens$i nez w, proto tento oblouk nemé zadny spoleény
bod s obloukem o', ktery je soumérné sdruzeny s obloukem o podle podle
bodu S. Oznaéme O’ mnozinu vSech soumérné sdruzenych obloukt s ob-
louky mnoziny O.

Podle zadéni je soucet délek vSech obloukt mnoziny O U O’ vétsi nez
47. Pokud by kazdy bod dané jednotkové kruznice s obvodem 27 patfil
nejvyse dvéma oblouktim mnoziny OUQ’, soucet délek vSech obloukt této
mnoziny by byl mensi nez 47, coz je spor. Proto existuje alespon jeden bod
A dané jednotkové kruznice, ktery patii alespon tfem obloukdm mnoZiny
O U O'. Nékteré z nich jsou z O, jiné z O’.

Uvazujme nyni primku AS. Pokud bod A patii oblouku o € O, protina
piimka AS oblouk o v bodé A. P¥imka AS déale prochdzi bodem A’ sou-
mérné sdruzenym s bodem A podle S. Pokud bod A patii oblouku ' € O’,
protind piimka AS v bodé A’ oblouk b € O, ktery je vzorem oblouku &’
v soumérnosti se stfedem S. Podle tvrzeni prvniho odstavce neni bod A
bodem oblouku b. Existuji tak t¥i rizné oblouky z mnoziny O, kterymi
prochézi primka AS, coz jsme méli dokazat.

Spravna Feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Martin Raszyk z ETH Zii-
rich, Matéj Dolezdlek z G v Humpolci, Denisa Chytilovd a Jana Pallovd,
obé z GJS v Prerové, Vit Jelinek, Josef Minarik, Tomds Perutka, Sté-
pdn Smid, vichni z G v Brnég, ti. Kpt. Jarose, Danil KoZevnikov z GJK
v Praze 6, Parlérova, Vojtéch Lengdl z GChD v Praze 5, Zborovska, Jifi
Nabélek a Bdra Tizkovd, oba z GMK v Bilovci.

Netiplné feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky a Vojtéch Lanz z GChD
v Praze 5, Zborovska, Vit Piskovsky z GOH v Ostravé-Porubé, Martin

346 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Raska a Jiii Skrobdnek, oba z WG v Ostravé-Porubé a Vdclav Steinhouser
z G v Dagicich.

Uloha 236

Uvniti pravothlého trojuhelniku ABC s pteponou BC' je dan bod D
tak, ze |DB| = |DC!|. Pro vnitini bod E odvésny AB plati DE || AC. Pro
vnitini bod F pfepony BC plati |EB| = |EF|. Dokazte, 7e piimka AF je
kolmé na pfimku BD. Patrik Bak

Reseni. Oznaéme S stied piepony BC. Z vlastnosti pravothlého troj-
thelniku plyne, ze |SA| = |SB| a tedy ABS je rovnoramenny trojihelnik.
Ze zadani plyne, ze FFBE je rovnoramenny trojuhelnik, ktery mé shodny
vnitini thel u zdkladny pii vrcholu B jako trojihelnik ABS. Tyto dva
trojuhelniky jsou tak podobné a plati

|BA| B |BS]|
|BF| ~ |BE|’ (1)
C
F
\ E/
1 S
D
A s’ E B

Ozna¢éme E’ prisecik piimky BC' s pfimkou DE a S’ prusecik piimky
AB s piimkou DS. Podle zadé4ni jsou oba trojuhelniky BSS’ a BEE' pra-
vouhlé s pravymi thly pii vrcholech S a E. Prvni kolmost plyne z rovnosti
|DB| = |DC], tedy SD je osou tise¢ky BC, druhd kolmost plyne z kol-
mosti odvésen pravouihlého trojuhelniku ABC a rovnobéZnosti odvésny
AC s pfimkou DE. Oba trojthelniky BSS’ a BEE’ se také shoduji ve
vnitfnim thlu pfi vrcholu B, jsou tedy podobné a plati

|BS)| B |BS’|
|BE|  |BE'|’
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Spolu s (1) to znamend, Ze

|BA| |BS|  |BY|
|BF| |BE| |BE'|

Odtud jiz vyplyva rovnobé&znost piimek FA a E'S’.

Bod D je priisec¢ikem vysek z vrcholt E’, S’ trojihelniku E'S’ B, piimka
BD je tak tieti vyskou tohoto trojuhelniku a je kolmé na stranu E’S’.
Proto je kolmé i na pfimku F'A, kterd je s touto stranou rovnobézna, coz
jsme méli dokéazat.

Pozndmka. U tohoto prikladu se objevilo mnoho netplnych feseni. Jejich
idea byla velmi podobné. Resitelé pouzili vétu o obvodovém tihlu. Ukazali,
ze body FE, B, S, D lezi na jedné kruznici. Déale chtéli ukazat, ze body A,
E, S, F lezi na jedné kruznici. I kdyz zfejmé body F', S lezi na tiseéce BC),
Tesitelé si neuvédomili, Ze jejich potradi zavisi na délkéch odvésen trojihel-
niku ABC. V pifipadé |AB| > |AC| lezi na pfeponé body v pofadi B, S,
F, C, v pfipadé |AB| < |AC]| jsou body v potadi B, F, S, C (a v pii-
padé |AB| = |AC| body S a F dokonce splyvaji). Potom uréovali velikost
thlu FAF, porovnavali ji s velikosti thlu £SB a nakonec s velikosti ithlu
EDB. Podle svého obrazku diskutovali jeden z pfipadt a neuvédomili si,
7e je t¥eba vést jinou (i kdyZ podobnou) diskusi ve druhém z piipadu.
Napriklad v pfipadé na obrazku vzorového feseni lezi ¢tyfi uvedené body
na kruZnici, protoze je vidét usecka ES z bodi A a F pod stejnym thlem,
ve druhém piipadé protoze soucet protilehlych thlt u vrchold A a S ve
¢tyrahelniku AEF'S je 180°. Podobné se méla vétvit diskuse pii vypoctu
thlu FAF.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky,
Martin Raszyk z ETH Ziirich, Matéj DoleZdlek z G v Humpolci, Jiri Skro-
banek z WG v Ostravé-Porubé a Bdra TiZkovd z GMK v Bilovci.

Netplné feseni zaslali Frantisek Jachim z Volyné, Denisa Chytilovd
a Jana Pallovd, obé z GJS v Pierové, Vojtéch Lanz a Vojtéch Lengdl,
oba z GChD v Praze 5, Zborovska, Josef Minarik, Tomds Perutka, Stépdn
Smid, v&ichni z G v Brné, ti. Kpt. Jarose, Vit Piskovskyj z GOH v Ostrave-
Porubé, Martin Raska z WG v Ostravé-Porubé a Viclav Steinhouser z G
v Dadicich.

Pavel Calabek
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