zivot se zabyval stfedoskolskym matematickym vzdélavanim. V této ob-
lasti publikoval vice nez 200 ¢lankd a na konci zivota mu byly vydany dveé
na sebe navazujici knizni monografie.

Stanislav Travnicek zesnul 2. 6. 2017. Pro kazdého z nés zistane vzorem
po strance odborné a pedagogické, zejména vsak ale po strance lidské. Cest
jeho pamatce!

Redakce casopisu Matematika—fyzika—informatika

Kroneckertiv algoritmus

LUKAS HONZIK
Fakulta pedagogickd ZCU v Plzni

V soucasné dobé si jiz vétsina matematikti a uciteli matematiky ne-
umi predstavit Zivot bez vyuzivani systémt pocitacové algebry. Pomérné
zndmy je v tomto sméru napiiklad program Wolfram Mathematica, ktery
zvlada Tesit Siroké spektrum nejen matematickych problémt. Mimo jiné
dovede celkem rychle provadét i faktorizaci polynomt v Z[z], kterou je na
zékladnich a hlavné stfednich a vysokych skolach ¢asto nutné zvladnout.
Do programu staci zadat prislusny prikaz a mnohoclen, ktery chceme roz-
lozit, feknéme kupiikladu 2% — 5270 — 1225% — 4253 4 250 + 3245 + 60240+
+20228 — 5225 — 362'° — 122 + 3, a béhem okamziku je proveden rozklad
a na obrazovku se vypiSe vysledek (2% —1221° — 423 +1) - (2%° — 5225 + 3).
Rychlost a efektivnost zminéného procesu je zajisténa skutecnosti, ze pro-
gram disponuje sofistikovanymi algoritmy pro vypocet faktort — naptiklad
algoritmy pro faktorizaci polynomi v koncenych télesech prostfednictvim
Petrovy—Berlekampovy matice (pfipomenime, Ze za poznatky v této oblasti
stoji nemaly piispévek &eskoslovenskych matematiki Karla Petra a Ste-
fana Schwarze) a Henselovym zdvizenim. Schéma takto pojaté faktorizace
je znazornéno na obr. 1.

Pocatky systému Mathematica a jemu podobnych programt vsak byly
0 poznani skromnéjsi. Zaroven je také nutné pfripomenout, Ze i nékteré
v dnesni dobé relativné ¢asto pouzivané programy — naptiklad znamy pro-

ey

telefony — si stale musi vystacit s jednodussimi metodami. Ty je sice ome-
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dobie pouzitelné. Zaroven takto jde ukazat lidskou vynalézavost a duvtip,
které dovolily tyto matematické problémy fesit davno pred tim, nez se
viitbec objevily prvni pocitace, na nichz by takovéto postupy mohly byt
aplikovany v podobé nam dnes znamé jako pocitacové algoritmy. Jednim
z takovych starSich postupt v pripadé faktorizace polynomu s celocisel-
nymi koeficienty je tzv. Kroneckeriv algoritmus.

rozklad f{x) v Z[x]

(slozité)
X o
£ T
a N
— >
= Z[x] 3
= o
=3
F Zplx] o
k=] p ]
<] a
A c
o Q
2 ad
[=%

rozklad F(x) v Z,[x]
(jednoduché)

Obr. 1

Leopold Kronecker a historie

Kroneckeriv algoritmus nese jméno vyznamného pruského matema-
tika Leopolda Kroneckera (1823 az 1891). Zaklady jeho matematického
vzdélani polozili soukromi ucitelé najimani Kroneckerovymi rodici a dale
byly prohloubeny na gymnaziu, kde jej vyucoval matematik Ernst Eduard
Kummer. Ten také rozpoznal Kroneckertiv talent a vSemozné jej podpo-
roval. P#i studiich na Berlinské univerzité se sice Kronecker nevénoval jen
studiu matematiky, zajimaly jej také chemie, astronomie ¢i meteorologie,
jeho doktorska prace pak jiz ale byla zaméfena matematicky a tykala se
algebraické teorie ¢isel. Po skonceni studii se roce 1861 stal ¢lenem Berlin-
ské akademie véd, byl editorem v Crellové matematickém casopise a v roce
1884 byl jmenovan ¢lenem Kralovské spole¢nosti v Londyné.

Zajimavosti pro ¢tenare budiz skutecnost, ze prestoze algoritmus nese
Kroneckerovo jméno, nebyl tim, kdo jej vymyslel. Tato zasluha patii Her-
mannu Schubertovi, dalsimu némeckému matematikovi, ktery ideu algo-
ritmu pro faktorizaci polynomut popsal jiz v posledni dekadé 18. stoleti.
Kronecker pak po vice nez piilstoleti Schuberttiv algoritmus znovuobjevil
a upravil pro Sirsi pouziti.
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Zakladni myslenka algoritmu

Samotny algoritmus slouzici k nalezeni rozkladu polynomu f(z) v Z[x]
v souc¢in dvou polynomu g(x) a h(x) nizsich stupiiti je veelku jednoduchou
zalezitosti a skldda se z 5 krokd:

)

388

Hleddme jisty mnohoc¢len g(x) s celoéiselnymi koeficienty stupné
st(g) > 1, ktery déli zadany mnohoélen f(x) v Z[z], jehoz stupen
je st(f) = n. Omezime se pouze na ty polynomy, jejichZ stupen je
rovny hodnoté s = [n/2] (celd ¢ast zlomku), anebo mensi nez tato
hodnota. Jedna se tedy o horni odhad stupné hledaného polynomu
g(x) vychéazejici z faktu, Ze pro tii polynomy f(x), g(x) a h(z), kde
f(x) = g(x) - h(x), plati rovnost st(f) = st(g) + st(h). Bez Gjmy na
obecnosti jde tedy pfedpokladat, ze st(g) < st(h); pokud by tomu
tak nebylo, provedli bychom pfeznaceni obou polynomi. Mezni pti-
pad nastane pfi rovnosti st(g) = st(h), kdy lze psat st(f) = 2st(g).
Proto je nutné hledat stupen polynomu g(z) v intervalu 1 < st(g) < s,
kde st(g) € Z.

Dosazenim s + 1 hodnot, napiiklad z = 0,1,...,s, do pfedpisu f(z)
dostaneme s + 1 celoc¢iselnych funkénich hodnot.

Déli-li hledany mnohoélen g(z) zadany polynom f(z), musi nutné i

jeho funkéni hodnoty v bodech z = 0,1, ..., s délit pfislusné funkéni
hodnoty polynomu f(z). Tedy plati g(0)|£(0), g(1)|f (1), ..., g(s)|f(s),
a proto zavedeme mnoziny Dy, Dy, - .., Dy(s) déliteli cisel f(0),

f(1), ..., f(s). Pokud by pro nékterou z hodnot f(i), 7 =0,1,...,s,
platilo f(¢) = 0, znamen4 to, Ze jsme pouhym dosazenim zjistili je-
den kofen mnohoélenu f(z). Polynom g(x) bychom pak mohli psat
jako g(x) = x — i a pro rozklad polynomu f(z) by platila rovnost
f(x) = (x — 1) - h(x), pficemz h(x) € Z[x] a st(h) = st(f) — 1. Pokud
naopak pro zaddnou hodnotu f(i), i = 0,1,...,s, neplati f(i) = 0,
jsou vSechny mnoziny Dy ), Dy (1), - -, Dy(s) konecné.

Za pomoci vybranych s + 1 hodnot g(0) € Dy, g(1) € Dy, -,
g(s) € Dy(s) vypocteme polynom g(z), ktery v bodé z = 0 nabyva
hodnoty ¢(0), v bodé z = 1 hodnoty g(1) atd.

Urceni tohoto polynomu provedeme uzitim postupu pro nalezeni New-
tonova interpola¢niho polynomu pfi znalosti vyse vybranych s 4 1
funkénich hodnot. Jeho zapis je ve tvaru

g(x) = Ao+ 1 (x—z)+ A2 (z—x0) (x—21)+. . A A (2—20) -+ (B—25-1),
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pricemz dopocteni koeficientd Ag, A1,..., As 1ze zjednodusit zapisem
do tzv. ,,schématu rozdilu*

9(20)
Ag(o)
g(z1) A?g(zo)
Ag(z1) A3g(xo)
9(z2) A?g(z1)
Ag(x2)
g(zs3)

)

kde Ag(z;) = g(zit1) — g(xi), A%g(x:) = Ag(ziy1) — Ag(wi), atd.,
a naslednym dosazenim zjisténych hodnot do vzorce

AFg(x;)
A = —

Takto ziskany polynom g(2) nemusi nutné byt mnohoclenem s celo¢i-
selnymi koeficienty, v takovém p¥ipadé je tieba se vratit ke kroku 4)
a vybrat jinou mnozinu s + 1 hodnot ¢(0), g(1),...,g(s).

Pat¥i-li naopak g(z) mezi polynomy s celodiselnymi koeficienty, mu-
sime otestovat, zda je faktorem mnohoélenu f(z), ¢ili zda v Z[z]
déli tento mnohoclen. Pokud plati g(z)|f(z), nalezli jsme faktor po-
lynomu f(z) a miizeme psét f(z) = g(z)-h(z), kde g(x), h(z) € Z[z],
st(g) > 0, st(h) > 0. Pokud naopak g(z) nedéli f(z), je tieba vratit se
ke kroku 4) a vybrat jinou mnozinu s + 1 hodnot ¢(0), g(1),...,g(s).

Vyzkousime-li touto cestou vsechny mozné kombinace s + 1 hodnot
z mnozin Dy, Dy(1), ..., Dy(s) a piesto nenalezneme zadny odpo-
vidajici faktor g(x), je zfejmé, Ze polynom f(zx) je nerozlozitelny.

Cely algoritmus pak muzeme jednoduseji znazornit pomoci vyvojového
diagramu (obr. 2). Pro Gplnost jesté piredvedme praktické pouziti na né-
kolika vybranych tlohéch.
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Ilustra¢ni priklady

Uloha 1
Naleznéte v Z[x] rozklad polynomu f(z) = 23 + 22 + z + 1.

Resend. Stupeni polynomu f(x) je st(f) = 3, hledany mnohoclen g(z) tedy
musi byt maximélné prvniho stupné, nebot s = [3/2] = 1, a pro vypocet
tak potfebujeme dvé funkéni hodnoty f(x). Volme x € {0,1}, ¢imz ziské-
vame f(0) = 1 a f(1) = 4. Z4dn4 z funkénich hodnot neni nulové, a tak
vytvofime mnoziny délitelt Dyy = {£1}, Dyq) = {£1,£2,+4}. V nej-
horsim pfipadé by tedy bylo nutné otestovat 12 rtznych kombinaci. Pro
prvni pokus vyberme napiiklad kombinaci hodnot g(0) = 1 a g(1) = 1,
schéma rozdilti pak vypadé nasledovné:

1
1

Poté dostavame koeficienty A\g = é =la) = % = 0, takze polynom g(x)
by mél byt ve tvaru g(xz) = Ao + A1(x —0) = 1+ 0(x — 0) = 1. Je ziejmé,
7e nalezeny polynom g(z) = 1 je sice ze Z[x], ale zdroveii je konstantni,
pricemz z libovolného polynomu jde vzdy vytknout hodnotu 1, kterd nas
v tuto chvili nezajima. Je tedy nutné zvolit jinou kombinaci prvkt z mnozin
deélitelt.

Vyberme g(0) =1 a g(1) = 4, poté schéma rozdilt vypada takto:

1
3
4

a koeficienty maji hodnoty \g = é =lal = % = 3. Po dosazeni do

vzorce dostavame g(z) = 1+ 3(z — 0) = 3z + 1. Tento polynom je sice ze
Z|z] a dokonce prvniho stupné, ale pokud bychom se jim pokusili vydélit
zadany mnohoc¢len f(z), podilem by jiz nebyl polynom s celo¢iselnymi
koeficienty. Proto je nutné otestovat jinou kombinaci z mnozin déliteli.
Zvolme g(0) =1 a g(1) = 2, potom dostaneme schéma rozdil ve tvaru:

1
2

a koeficienty maji hodnoty \g = & =la)l = % = 1. Dostavame polynom

g(x) =14+ 1(x — 0) = z + 1, ktery patii do Z[x] a zaroven déli polynom
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f(x). Podil je f(z): g(x) = 2% + 1 a miiZeme psat vysledny rozklad

f)=2*+2 +z+1=(z+1)(2* +1).

Uloha 2
Naleznéte v Z[x] rozklad polynomu f(x) = 25 + 3z* + 223 + 222 + 1.

Resend. Stupeti polynomu f(z) je st(f) = 5, stupeti hledaného polynomu
g(x) tedy musi byt maximélné st(g) = [5/2] = 2. Pro jeho vypocet budeme
potfebovat 3 funkéni hodnoty f(z): f(0) = 1, f(1) = 9 a f(2) = 105.
Utvofime mnoziny délitelti, kde Dy = {£1}, Dyny = {£1,£3,+9}
a Dy = {#1,%3,45,+7,+15,421,+35,+105}. V nejhorsim pripads
bychom nyni potiebovali vyzkouset 2 -6 - 16 moznych kombinaci, abychom
mohli konstatovat, Ze polynom f(z) je ireducibilni.

Vyberme néasledujici trojici g(0) =1, g(1) = 3 a g(2) = 7 a ve schématu
rozdild obdrzime

1
2

3 2
4

7

takze koeficienty budou A\ = & =1, = % =2, = % = 1. Po dosazeni
dostaneme g(z) = 1+ 2(z — 0) + 2(z — 0)(x — 1), coz se po roznasobeni
rovné g(x) = 22 +x+1. Tento mnohoélen v Z[x] beze zbytku déli polynom
f(x), je tedy jeho faktorem a miZzeme psat jeho rozklad ve tvaru

flz) = (2® + 2+ 1) (2 + 222 — 2 + 1).

Nakonec feSme jesté jeden ilustracni priklad, na kterém ukazeme, Ze
Kroneckeriv algoritmus neni pravé efektivnim prostfedkem faktorizace.

Uloha 3
Rozhodnéte v Z[z], zda je polynom f(z) = 219 —22% + 528 — 427 + 426+
+ 2% — 223 4 522 — 4z + 4 rozloZitelny.

Reseni. Zadany polynom je stupné st(f) = 10, proto hledany faktor g(x)
bude mit stupeili maximalné st(g) = 5. Pro jeho vypoéteni potFebujeme
6 funkénich hodnot, coz je pomérné velké mnozstvi. Algoritmus v tuto
chvili miZeme zefektivnit vhodnou volbou hodnot nezévisle proménnych
x takovych, Ze ziskané funkéni hodnoty budou mit ,malé“ mnozstvi déli-
telit. Nejvhodnégjsi se jevi hodnoty f(—2) = 4160, f(—1) = 32, f(0) = 4,
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f(1) =8, f(2) =1040, f(3) = 46 720, jelikoz ostatni funkéni hodnoty jsou
jiz prilis velké.

Pokud nyni vytvofime mnozZiny délitelt zminénych funkénich hodnot,
zjistime, Ze mnoziny Dy_a), Dy—1), Dsoy, Dyra), D) a Dy) obsa-
huji postupné 56, 12, 6, 8, 40 a dokonce 64 délitelti. To dohromady ¢ini
82575360 moznych kombinaci eventudlnich funkénich hodnot hledaného
mnohocélenu g(x). V tuto chvili je zfejmé, jak ¢asové a pamétové narocny
takovyto vypocet rozkladu polynomu muze byt. Pokud by bylo nutné pro-
jit vSechny zminéné kombinace, abychom mohli konstatovat ireducibilitu
zadaného polynomu, a vénoval-li by pocitac¢ kazdé z téchto kombinaci pou-
hych 10 milisekund, zabral by cely proces celkem vice nez 229 hodin, tedy
vice nez 9,5 dne.

Pro potddek poznamenejme, ze zadany polynom f(z) v Z[z] rozlozitelny
je, hledani faktort by tedy nedosahovalo takovych velkych ¢asovych né-
rokii, a iplny rozklad lze zapsat jako soucin (z2+1) (2% —z+2)2(z*—2%+1).

Zavér

Jak jsme ukézali v posledni tloze, nemusi byt rozkladany polynom
nikterak vysokého stupné a i pii nejlepsi snaze o optimalizaci mize byt
nakonec cely proces nadmiru vypocetné naroc¢ny. Kvili tomu je Kronecke-
riv algoritmus i pfes pomeérné elegantni a jednoduchou zakladni myslenku
v fadé pfipadd nepouzitelny a v dnesni dobé jsou v systémech pocitacové
algebry dostupné sofistikovanéjsi vypocetni postupy, jak bylo zminéno na
zacatku textu. I tak se ale jedné o ¢ast matematické historie a pékny diikaz
lidské vynalézavosti a davtipu, ktery mize byt vyhodné pouzit naptiklad
jako dobra motivace nadanych zaku a studentd k dal§imu a hlub$imu stu-
diu matematiky a vypocetni techniky.
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