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PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Anglicky matematik Phillip Beecroft (1818-1862) zil v dobé& vzniku a
rozvoje projektivni geometrie. Poncelettiv princip duality a metody s nim
spojené jej pravdépodobné inspirovaly k nize uvedenym objevim. Sezna-
mime se s obsahem jeho ¢lanku o vzajemnych dotycich kruznic [1], pub-
likovaném roku 1842 v roc¢ence The Lady’s and Gentleman’s Diary (déle
jen Diary). Stejné jako on se nebudeme zabyvat situacemi, v nichz maji
aspon t¥i kruznice tentyz bod dotyku.

Beecrofrt nejprve uvedl, Ze jsou jen dvé mozné konfigurace pro kruznice
k1(O1;71), k2(O2;72) a k3(Os;73), které se navzajem dotykaji v bodech
To3, Ti3 a T12. Body dotyku pfitom jednoznaéné uréuji dudini (doplriko-
vou) kruznici c4(Cy; ps) opsanou trojihelniku To3T15T 2.

V prond konfiguraci (obr. 1 vlevo) je dotyk vSech t¥i kruznic vnéjsi a
kruznice ¢4 je trojuhelniku 010503 vepsana. Druhd konfigurace se vyzna-
Cuje jednim vnéjsim a dvéma vnitinimi dotyky a kruznice ¢4 je trojuhelniku
010203 pfipséna.

Polohu kruznice ¢4 Beecroft zdtivodnil vlastnostmi teéen z bodu ke kruz-
nici. Plyne téz z faktu, Ze spolecné teény to3, t13 a t12 kruznic v jejich
bodech dotyku Tb3, 113, a T2 jsou chordaly pfislusnych dvojic kruznic
(obr. 2, resp. obr. 3). Maji proto spoleény prusecik Cy, potenéni stied
kruznic ki, ko a ks stejné vzdaleny od bodt Tss3, Tis, Ti2, a tedy i od
pfimek 0203, 0103, 0102.

Beecroft dale urcil polomér p, pomoci polomért 71, 72 a r3. Pro kazdou
z konfiguraci vysel jiny vztah, coz mu komplikovalo dalsi ivahy. Na roz-
dil od néj pfijmeme nasledujici znaménkovou dohodu, jez zaruci pro obé
konfigurace stejny vysledek. Ten pak vyjadiime vétou 1.
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Znaménkova dohoda Tvofi-li t¥i navzajem se dotykajici kruznice dru-
hou konfiguraci, pak poloméru (a tedy i k¥ivosti) té kruznice, jez mé s dru-
hymi dvéma vnitini dotyk, pfifadime zaporné znaménko.

Obr. 1 Dvé konfigurace vzajemného dotyku tii kruznic

Obr. 2 Stied C4 kruznice ¢4 je potenénim stfedem kruznic ki, k2 a ks

Véta 1
Pro obé konfigurace kruznic k1 (O1;71), k2(O2;72), k3(Os;73) a c4(Cly; pa)

plati
1 1 1 1
— = + + (1)

5 .
Py ri7T2 T2T3 3T

2 Matematika — fyzika — informatika 27 2018



Drikaz. Pro situaci z obr. 3 plati

5010304 + 5030204 - ‘9010204 = 8010203‘

Obr. 3 K dukazu vztahu (1)

Pravou stranu této rovnosti vyjadiime pomoci Heronova vzorce a obsahy
trojuhelnikd na levé strané pomoci vysky p4 z jejich spoleéného vrcholu Cy.
Navic vyuzijeme vztahy |O102] = 11 + 12, |0203] = —r3 — 19, |[0103| =
= —rg —r1 a (polovina obvodu trojihelniku O;0203) s = —r3. Obdrzime

%((—7‘3 —r1) + (=13 —712) — (11 +12)) = /(=13 — r1 — ra)rira(—r3)

2= riro(—rs)  T1Tar3 . 11 N 1 1
7= = , 1. = .
—ry—re—r3 T1+T2+7T3 Pi rir2  T2r3 13T

Tim je pro druhou konfiguraci dokézan vztah (1). Analogicky dikaz pro
prvni konfiguraci pfenechavame ¢tenari.

Dale se budeme stejné jako Beecroft zabyvat ¢tvericemi navzajem se do-
tykajicich kruznic. Zékladni kruznice zna¢ime k;(O;;7;), kde i € {1,2,3,4},
a jejich kfivosti k; = % Oznaceni dudlnich kruznic volime ¢;(Cy; p;) ve

shodé s obr. 4 a jejich kfivosti znacime ¢; = %. Véta 2 je primym disled-
kem pocéatecnich avah.
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Véta 2 (Beecroftova)

Ctvefice kruznic, které se navzajem dotykaji v Sesti rtiznjch bodech,
urcuji dudlni ¢tvefici kruznic, jez se navzajem dotykaji ve stejnych Sesti
bodech tak, Zze kazda kruznice z jedné ¢tverice protind kolmo tii kruznice
druhé é&tvefice v bodech vzajemného dotyku téch t¥i (obr. 4).

Obr. 4 Navzijem dudlni ¢tvefice kruznic

Obé ctverice kruznic maji stejné vlastnosti a jsou jednoznacné urceny
Sesti spoleénymi body dotyku. (Beecroft pouzil termin concordant circles).
Pokud nalezneme néjaky vztah mezi poloméry nebo kfivostmi téchto kruz-
nic, ziskdme z néj analogické vztahy zaménami r; <> p; a k; <> ¢;. Platit
budou i vztahy vzniklé cyklickymi zdménami index.

Kvili dalsim Gvahdm zapiSeme rovnost (1) pomoci kfivosti kruznic a
nahradime ji pro vSechny patfi¢né skupiny kruznic z obr. 4 rovnostmi

KZZ = £1€9 + €2€3 + €3€1, 5?1 = K1K2 + Kok3 + K3Kk1 a cykl. (2)
K nalezeni dalsich vztaht Beecroft pouzil jen standardni algebraické

Upravy.
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Véta 3

Soucet kiivosti ¢tvefice navzajem se dotykajicich kruznic je vzdy kladny

a je roven souctu kiivosti doplinkové ¢tverice kruznic.

Diikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé. Ma-li totiz nékterd kruznice zapornou
kfivost, pak je ve Ctverici jen jedna a absolutni hodnota jeji kiivosti je

nejmensi.

K ditkazu druhého tvrzeni se¢teme kazdou z rovnosti (2) se vSemi, které

z ni vzniknou cyklickymi zdménami. Dostavame

ZH? :2Z€i5j a ZZﬁzmj :ZS?.
i i

1<j 1<j

Ze vztahu )

2
(Xr) = (X=)

i i
vzniklého sec¢tenim obou predchozich rovnosti plyne

E Ri = E Ei-
i i

Véta 4
Pro uvazované ctvefice kruznic plati

264 = K1+ Ky + Ky — Ky, 2Kkg4=¢€1+63+¢e3—¢e4 acykl,
ZK?ZQZH&iHj a ZE?ZQZEiEj’

i i<j i i<j
ramtasmtasmtas;3m=g)
Ki1+61=Ko+eyg=K3+e3=FKg+6E4=— Ki = — &
1 1 2 2 3 3 4 4= 52 Ri=g 2

1 1

Diikaz. Ze vztahi (2) a (3) plyne

2, 02, .2 .2
K] + Ky + K3 — Kj =

= 264(61 + €92 —|—€3) = 264(/@1 + Ko + K3 + l€4) — 262 =

= 2e4(K1 + Ko + K3 + Ka) — 2(K1K2 + Kaks + K3k1).
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Odtud s Gpravou pomoci vzorce pro rozdil ¢tverct obdrzime (4):

(k1 + Ko + K3)? — K2

254:
H1+I€2+/€3+I€4

= K1+ Ko + K3 — k4.

Abychom dokézali vztah (5), umocnime prvni z rovnosti (4), zaménime
jeji strany a za 2 dosadime ze vztahu (2). Dostaneme

(/431 + Ko + K3 — K)4)2 = 4(:‘{1/432 + KoKk3 + /433:‘{1) (7)

a odtud (5).
Vztahy (6) jsou disledkem rovnosti (4) a (3), nebot napiiklad

2(/4;1—/*64):(82+E3+E4—€1)—(€1+52+63—€4)é
= K1 + €1 = kg + &4.

V zéveéru své prace urcoval Beecroft polomér r kruznice, jez se dotyka tii
danych a navzajem se dotykajicich kruznic s poloméry 71, r3 a r3. Uvedl, Ze
po odmocnéni vztahu (7) (pfi vyjddieni pomoci polomért kruznic) snadno
nalezneme obé feseni

1 1 1 1 1 1 1
= — 4+ —4+— %2 +—+—. (8)
T 1 T2 T3 T172 r2T3 3711

Poznamenejme, ze ve skutecnosti diskutoval obé konfigurace, protoze
neuzival znaménkovou dohodu. Zavéry jej privedly k poznatku, ze pii po-
uziti vztahu (8) odpovidd zaporny kofen kruznici, jeZ mé vnitini dotyky
se zadanymi tfemi kruznicemi.

Pokracovani ¢lanku vyslo o tfi roky pozdéji a zabyva se analyzou obec-
ného Pappova Fetézce kruZnic, ktery mizeme vidét na obr. 5). Zde se jim
nebudeme zabyvat.

V pfedchozim dilu seridlu jsme ukézali, Ze vztah (5) je ekvivalentni se

Soddyho rovnosti
2
QZ/@?:(Z/@;) , (9)
i i

kterou v tomto tvaru Beecroft neuvedl.

V Diary byly téz ¢tenaiam predkladany rtizné problémy k feseni. Pro-
blém ¢. 1736, jehoz autor se podepsal zkratkou [, doplnil Beecroftovy
poznatky. Prepsali jsme jej do véty 5.
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Véta 5
Pro uvazované ¢tverice kruznic plati

Z R;E; = 0. (10)
i
Diikaz. (Podle Diary 1846, str. 51.) Po pfepsani prvni z rovnosti (5) do
tvaru
0= /il(—/il + Ko + K3 +li4) +I€2(I€1 — Ko + K3 +I€4) +
+ /ﬁ?g(lﬁl + Ko — K3 + I<L4) + l€4(l€1 + Ko + K3 — I<E4)

a dosazeni za vyrazy v zévorkéach ze vztahi (4) obdrzime (10).

Obr. 5 Ilustrace z ro¢enky Diary 1845, str. 92

Jing dikaz. (Coxeter [2].) S vyuzitim vztahti (6) a (9) obdrzime

S = S (3(w) ) = 3 () - Dt 0

K2

2 ?
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V prvni poloviné 20. stoleti byl ¢asopis Diary véetné Beecroftovy prace
téméf zapomenut, stejné jako Steinerovy vysledky popsané v pfedchozich
dilech seridlu. Vztah (9) byl od roku 1936 povaZovan za objev Fredericka
Soddyho, ktery jej bez ditkkazu popsal formou basné The Kiss Precise v ¢a-
sopise Nature. Diky basni se vztah stal popularni. O rozsifeni poznatk,
které s nim souvisi se zaslouzili zejména dva vyznamni geometii britského
ptivodu, H. S. M. Coxeter (1907-2003) a D. Pedoe (1910-1998).

Coxeter vénoval této problematice nékolik stranek své knihy Introduction
to Geometry. V prvnim vydani z roku 1961 uvedl zajimavé trigonometrické
odvozeni rovnosti (9). Kratce nato jej L. Bankoff (1908-1997) sezndmil
s Beecroftovymi pracemi. Ty Coxetera zaujaly do té miry, ze v druhém
vydani z roku 1969 nahradil své ptivodni odvozeni Beecroftovym, které
publikoval i jinde. V pfispévku [3] zdtraznil vyznam véty 1, kterd plati i
v neeukleidovskych geometriich.

Timto ¢lankem konéi nds sedmidilny seridl zaméfeny na historii objevu
jednoho vztahu. Vznikl ze snahy doplnit Kotlasovu diplomovou préaci [4],
ve které se Ctenar muze seznamit s dalsimi poznatky. Napriklad s dikazem
vztahu (9) uzitim kruhové inverze a zminénym Coxeterovym trigonome-
trickym odvozenim. Uvodem do podrobnéjsiho studia mohou byt ¢lanky
[3]) a [5]) s odkazy na dalsi literaturu.
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