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Kazdy zak zakladni Skoly by mél znat pojem pravidelny n-uhelnik.
Bézné se jim rozumi konvexni utvar. Existuji vSak také nekonvexni mno-
hotithelniky, které sice privlastek pravidelné v nézvu nemaji, ale mohli
bychom jim ho — vzhledem k jejich symetrii — sméle prisoudit. Mdme na
mysli tzv. hvézdicové n-thelniky, Gtvary ve vyuce na jakémkoli stupni skol
opomijené.

V dalsim textu se budeme drzet zazitych zvyklosti, tj. terminem pravi-
delny n-uhelnik budeme oznacovat vyhradné konvexni pravidelny n-thel-
nik.

Hveézdicové n-tihelniky mtzeme zavést vice zptsoby. Uvedeme dnes nej-
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Definice 1

Necht n a k jsou pfirozend cisla, kde n > 5, 2 < k < %, a nechf je
na (pomyslné) kruznici pravidelné rozmisténo n bodi (vrcholy pravidel-
ného n-thelniku). Vybereme jeden z téchto bodt a spojime ho tseckou
s k-tym bodem, tento bod s dalsim k-tym bodem atd. dokud se nenavra-
time do vychoziho bodu (uvazujeme pfitom body v poradi, v jakém jsou
umistény na kruznici, a to napf. ve sméru hodinovych rucicek). Jestlize
poté zistanou nékteré body nepropojené, vybereme jeden z nich a cely
proces zopakujeme a7 do okamziku, kdy budou vSechny body vyuzity')
(viz obr. 1 a 2). Vznikne geometricky ttvar, jehoz obvod tvofi uzaviend
lomené c¢ara s 2n stranami. VSechny body roviny ohrani¢ené zminénou
lomenou ¢arou véetné této hranice nazveme hvézdicovy n-ihelnik (obec-
néji hvézdicovy mnohotihelnik). Dané body nazveme vrcholy hvézdicového
n-thelniku.

V préavé uvedené definici se nékdy nepozaduje pravidelné rozmisténi
bodt po kruznici, termin hvezdicovy n-uhelnik je tedy pouzivan i v obec-

D Kazdy z bodi tedy spojime s jeho k-tym ,sousedem®, poé&itame-li body ve sméru
hodinovych rudicek.
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néjsim pripadé. Teorie takovych nepravidelnych atvari je vSak kompliko-
vana a nebudeme se ji dale zabyvat.

> >

Obr. 1 Vznik hvézdicového Sestithelniku {6, 2}
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Obr. 2 Vznik hvézdicového sedmithelniku {7, 3}

2

Hvézdicovy n-tihelnik vznikly spojovanim k-tych bodd budeme znadit
{n, k}. Tento tzv. Schlifliho symbol nese jméno Svycarského matematika
Ludwiga Schldfliho (1814-1895), ktery se mimo jiné zabyval tzv. pravidel-
nymi polytopy, tj. zobecnénim pravidelnych mnohothelnikt a pravidelnych
mnohosténti do vyssich dimenzi. Jeho prace [2] byla napsédna roku 1852, ale
publikovana byla az roku 1901, tj. Sest let po autorové smrti (vice viz [3]).

Vznik hvézdicovych mnohothelniki {6, 2} a {7, 3} je zndzornén na obr. 1
a 2. Lze na nich rovnéz vidét, Ze kdybychom pfipustili moZznost 5 < k < n,
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bylo by {6,2} = {6,4} a {7,3} = {7,4}. Je zfejmé, Ze by obecné platilo
{n,k} = {n,n — k}, a proto neni zapotfebi moznost § < k < n v definici
hvézdicového n-thelniku uvazovat.

Nékdy se pro dané n uvazuje rovnéz moznost k£ = 1. V tomto pfipadé
spojujeme tuseckami vSechny body v tom poradi, v jakém jsou umistény
na (pomyslné) kruznici, a ziskdme pravidelng n-ihelnik.

Existuji pristupy, které pii zavedeni hvézdicového n-thelniku pfipous-
t&j1 k = 0 a za hvézdicovy mnohothelnik {n,0} povazuji pouze n bod
roviny, tj. vrcholy pravidelného n-tihelniku. Tento mezni pfipad se poté
nazyvé diskrétni hvézdicovy mnohothelnik (&i zkracené diskrétni hvézda)
a hvézdicové mnohothelniky {n, k}, k > 1, se nazyvaji nediskrétni. V lite-
ratufe se setkdme i s moznosti, Ze je mezi hvézdicové mnohothelniky razen
(pro sudé n) piipad k = 3. Utvar {n, %} je sjednocenim % ,zdvojenjch”
tsecek a nazyva se hvézdicka.

Obr. 3 Utvary, které nejsou hvézdicovymi n-thelniky

V ¢lanku se budeme drzet vyse uvedené definice: ani diskrétni hvézdu,
ani pravidelny n-thelnik, ani hvézdicku tedy nebudeme fadit mezi hvéz-
dicové n-thelniky. Symboly {n,0}, {n,1}, {n, 2} vsak k jejich oznaceni
pouzivat budeme.?) Jestlize nebude vyslovné specifikovano jinak, budeme
n-thelnikem {n, k} rozumét jak pravidelny n-uhelnik {n, 1}, tak hvézdi-
covy n-thelnik {n,k}, 2 <k < 3.

Radéji upozornéme, ze ne kazdy mnohotuhelnik, ktery ma tvar hvézdy
s pravidelné rozmisténymi ,cipy“, je hvézdicovym mnohothelnikem. Na
obr. 3, na némz jsou zakresleny vSechny tii vysSe uvedené pfipady utvari,
které za hvézdicové mnohotthelniky povazovat nebudeme, je navic vpravo
mnohotuhelnik, ktery neni hvézdicovym mnohothelnikem {5, 2}, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat. Usecky tvoFici obvod tohoto mnohothelniku
totiz nelezi na spojnicich bod umisténych na pomyslné kruznici.

2) Misto symbolu {n, 1} se v literatufe pouziva i zapis {n}.
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Jiny pfistup k zavedeni hvézdicovych mnohotihelniki

Nez predstavime nékteré vlastnosti hvézdicovych mnohothelniki, uved-
me jeSté jejich jinou definici. Analogii nize uvedeného vymezeni pojmu
pouzil jiz ve 14. stoleti Thomas Bradwardine (asi 1295-1349) ve svém
textu [1]. Tento anglicky teolog, matematik, fyzik a filozof byl prvnim,
ktery se hvézdicovymi mnohothelniky zabyval systematicky. Pfed nim
byla uvedend problematika pfedmétem zajmu jen sporadicky. Johannes
Campanus z Novary (1220-1296) naptiklad kratce studoval hvézdicovy
pétithelnik {5, 2}, tzv. pentagram.®) Pozdé&ji vénovali hvézdicovym mnoho-
thelniktim pozornost Regiomontanus (vlastnim jménem Johannes Miiller,
1436-1476), Charles de Bovelles (téz Carolus Bovillus, asi 1475-1567) ¢
Johannes Kepler (1571-1630).

Definice 2

Hvézdicovgm n-ihelnikem pruniho vddu (Tddu 1) rozumime ttvar, ktery
vznikne protaZzenim stran pravidelného n-tihelniku az do jejich priseciki.
Hvézdicovy n-thelnik, ktery vznikne protazenim stran hvézdicového
n-thelniku prvniho fadu, nazveme hvézdicovy n-thelnik druhého Tddu
(fadu 2). Obecné hvézdicovy n-uhelnik tddu p + 1 ziskdme vySe uvede-
nym zpusobem z hvézdicového n-tthelniku fadu p. Priseciky protazenych
stran budeme nazyvat vrcholy hvézdicového n-thelniku.

Vznik hvézdicovych osmithelniki, resp. jedenactitthelnikt, podle Brad-
wardinova pristupu je znazornén na obr. 4, resp. 5. Z uvedenych obrazkt
je rovnéz zjevné, ze pro dané n nelze tvorit hvézdicové mnohothelniky
libovolnych fada. Otazku jejich existence budeme fesit nize.
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Obr. 4 Hvézdicovy osmithelnik prvniho a druhého fadu
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3) Pentagram se jakozto symbol objevoval jiz ve starovékém Recku.
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Cislo n méa zfejmé v obou definicich hvézdicového mnohotihelniku stejny
vyznam. Nékoho mozna napadne otazka, zda Bradwardinem zavedenym
fad p hvézdicového n-thelniku je roven ¢islu k v symbolu {n,k}. Odpo-
véd je sice negativni, avSak vztah mezi nimi existuje, a to velmi trividlni:
k = p+ 1. Zatimco k vyjadiuje kolikdty bod se méa spojit, p sdéluje, kolik
bodi mame pii spojovani ,preskocit*. (Napiiklad na obr. 5 je na tfetim
misté zleva jedenactithelnik tfetiho fadu. Vznikl po tretim prodlouzeni
stran ,,predchozich* mnohotuhelnikii. Souc¢asné vsak mohl byt ziskan spo-
jovanim vrcholti, pfi némz vynechdvame tii body, tj. spojovanim kazdého
¢tvrtého bodu.)

QO k3K

Obr. 5 Hvézdicovy jedenactitthelnik prvniho az ¢tvrtého fadu
Jednoduché a sloZené hvézdicové n-uhelniky

Hvézdicové n-tihelniky mtzeme rozdeélit na jednoduché a sloZené. Jed-
noduché hvézdicové n-thelniky vznikaji v ptfipadé, ze se ndm podaii pro-
pojit — spojovanim kazdého k-tého bodu — vSechny body ,,jednim tahem®.
Naopak pfi vzniku slozenych hvézdicovych n-tthelnikt se po uréitém po-
¢tu krokd vratime do vychoziho bodu, nékteré body zistanou nespojeny
a postup musime zopakovat. Typickym pfipadem slozeného hvézdicového
n-thelniku je hvézdicovy n-thelnik {n, k}, kde k d&li n. Takovy slozeny
hvézdicovy n-uhelnik {n, k} je sjednocenim & pravidelnjch %-thelniki.

Na obr. 6 je nalevo hvézdicovy dvandctitthelnik {12,4}, ktery je sjed-
nocenim ¢étyf rovnostrannych trojihelniki (12 = 3). Slozené vak nejsou
pouze hvézdicové mnohothelniky {n,k}, kde k déli n. Na obr. 6 vpravo
je hvézdicovy desetithelnik {10,4}, ktery je sloZzeny ze dvou hvézdicovych
pétithelniki {5,2}. Cislo 4 sice nedéli ¢islo 10, ale déli ¢islo 20 (kazdy
z pentagramil se utvoii po ,dvojitém prichodu po kruznici®).

Pokusme se odvodit, z kolika a z jakych mnohothelniki je slozen obecny
hvézdicovy mnohouhelnik {n, k}. Nejmensi spoleény nésobek ¢&isel n a k
oznacme s a jejich nejvétsi spolecény délitel d. Pfesun z bodu na sousedni
bod lezici na (pomyslné) kruznici nazyvejme krok (ke spojeni bodu s k-tym
bodem v pofadi tedy provedeme k krok).
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Obr. 6 Slozené hvézdicové mnohothelniky {12,4}, {10, 4}

Do vychoziho bodu se pti spojovani kazdého k-tého bodu navratime
pravé po s krocich. Je dobfe znamo, ze sd = nk. Slozené hvézdicové mno-
hothelniky vznikaji pravé tehdy, kdyz s < nk, tj. kdyz d > 1. Hvézdicovy
mnohothelnik je tedy sloZeny (jednoduchy) pravé tehdy, kdyz jsou ¢isla n
a k soudélnd (nesoudélnd).

Pri spojovani kazdého k-tého bodu provedeme s krokii pravé tehdy,
kdyz spojime 7 bodi, tj. hvézdicovy mnohotihelnik {n, k} je slozen z mno-
hotihelnikt (bud z pravidelnych n-tuhelniki, jestlize k déli n, nebo z hvézdi-
covych n-uhelniki, jestlize & nedéli n) majicich # vrcholi. Protoze s = ”le,
je pritom s n

E o d
Jelikoz na vytvoteni kazdého z téchto %-thelnikli je potieba % bo-
di z ptavodnich n bodu, je téchto mnohotuhelnikt d. Protoze vrcholem
“-thelniku je kazdy d-ty bod z piivodnich n bodd, je kazdy k-ty bod na
kruznici s n body kazdym %—tym bodem na kruznici s % body.
Celkové jsme tedy dokézali nasledujici tvrzeni:

Véta

Necht {n, k} je hvézdicovy n-ihelnik a necht d je nejvétsi spoleény délitel
éisel n a k. Hvézdicovy n-uhelnik {n,k} je sloZeny, prdvé kdyzZ n a k jsou
cisla soudelnd. V opacném pripadé je jednoduchy. Hvézdicovy n-uhelnik
{n,k} je sloZen z d mnohothelniki {%, § .

Napiiklad hvézdicovy dvaceti¢tyithelnik {24,9} je slozen ze tii osmi-
uhelnikt {8, 3}, hvézdicovy Etyficetitthelnik {40, 12} je sloZen ze GtyT dese-
titthelnika {10, 3}. Hvézdicovy n-thelnik {n, k}, ktery je jednoduchy (tedy
d=1), je ,slozen“ z jednoho n-thelniku {n, k}. Z véty téz plyne, Ze hvéz-
dicovy n-tthelnik {n, k}, kde n je prvocislo, je vzdy jednoduchy.
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Na obr. 7 je pfehled pravidelnych a hvézdicovych n-tuhelniki {n, k} pro
n=34,...,12ak=1234.
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Obr. 7 Pfehled mnohouhelnikia {n, k}
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Slozené hvézdicové mnohothelniky {6,2}, {9,3}, {12, 4} jsou slozené
z rovnostrannych trojihelnikét {3,1}, hvézdicové mnohothelniky {8,2},
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{12,3} se sklddaji ze ¢tverct {4,1}, hvézdicovy mnohothelnik {10,2} je
sjednocenim pravidelnych pétithelniki {5,1}, hvézdicovy mnohothelnik
{12,2} je vytvofen z pravidelnych Sestitthelnikii {6,1} a hvézdicovy mno-
hotihelnik {10,4} je sjednocenim pentagrami {5, 2}. Déle je na tomto ob-
razku vidét, ze pro prvodislo n jsou hvézdicové mnohothelniky {n, k} vzdy
jednoduché.

vvvvv

{n, k} a zlomky n/k. Hvézdicovy mnohothelnik {n, k} je jednoduchy pravé
tehdy, kdyz je zlomek n/k v zdkladnim tvaru. Hvézdicové mnohotihelniky
{n1,k1} a {na, ka} jsou slozeny ze stejnych pravidelnych nebo z jednodu-
chych hvézdicovych mnohothelnikt {ng, ko}, ko > 1, jestlize zakladni tvar
zlomkl ny /k1 a ng/ks je no/ko. Pokud tedy plati

E_CL'nO

k‘l o a'ko’
resp.

Up) _b-no

ky  b-ko

kde a, b jsou piirozené ¢isla, je mnohothelnik {nj, ki}, resp. {nq, ka},
slozen z a, resp. z b, mnohouhelnikt {ng, ko}. Naptiklad

30 15 10 5

126 4 2
pricemz
30 6-5 15 3-5 10 2-5

12 6-27 6 3.27 4 2.2

Hvézdicovy mnohotihelnik {30, 12}, resp. {15, 6}, resp. {10, 4}, je tedy sjed-
nocenim 6, resp. 3, resp. 2, jednoduchych hvézdicovych mnohothelnikt
{5,2}, tj. pentagrami. VSechny uvedené hvézdicové mnohouhelniky lze
nalézt na obr. 8. U mnohothelniku {5, 2} pfitom uvazujeme pouze vrcholy
(a jejich spojnice), které jsou zvyraznény vyplnénym krouzkem, u mnoho-
thelniku {10,4} jen vrcholy s kiizkem, u mnohothelniku {15,6} vrcholy
opatfené kruznici, ale u mnohotihelniku {30, 12} vrcholy vSechny.
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Existence hvézdicovych mnohothelniku

Vsimnéme si, ze nékterd mista jsou na obr. 7 ponechéna prazdné, nebot
hvézdicové n-tihelniky fddu k£ > 5 neuvazujeme. Z definice 1 vyplyva, ze
pro n > 5 existuje (aZ na podobnost) pravé [%W — 2 hvézdicovych n-thel-
nikt {n, k} (atoprok =2,3,..., {%] —1), kde [%W znadi horni celou éast
cisla 5.

Pokud postupujeme podle Bradwardinovy definice 2, snadno zjistime,
7e nejmensim hvézdicovym n-tthelnikem prvniho fadu je pentagram {5, 2}
a druhého faddu sedmithelnik {7,3} (tedy i pfi Bradwardinové pfistupu
staél uvazovat n > 5). Zjisténi maximalniho ¥adu p = k — 1 je jiz pro rela-
tivné malé p Casové narocnéjsi. Priseciky protahovanych stran prestanou
vznikat pro p = [%] - 2.

Obr. 8 Slozeny hvézdicovy mnohothelnik {30,12}

V ¢lanku jsme se seznamili pfedevsim s riznymi ptistupy k definici hvéz-
dicovych mnohothelnikti a predstavili souvislost slozenych hvézdicovych
mnohothelnikt s konvexnimi pravidelnymi n-thelniky, resp. s jednodu-
chymi hvézdicovymi n-thelniky. V nasledujicim c¢isle ¢asopisu se budeme
zabyvat metrickymi vlastnostmi téchto na pohled pavabnych rovinnych
atvart.
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Zajimavé matematické tilohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dali dvojice tiloh. Reeni novych tloh 241 a 242 mii-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 3. 2019 na adresu: Redakce c¢asopisu MFT
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 241
Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla x, y, z plati nerovnost

2
x2+y2+z2+12g(xy—i—yz—i—zx—i—x—i—y—i—z).

Kdy nastane rovnost?
Jaroslav Svréek

Uloha 242
Ozna¢me O stied kruznice opsané trojihelniku ABC a V prusecik jeho
vysek (ortocentrum). Pfedpokladejme, ze kruznice k(O, |OV|) protina jeho
vysky (jako pFimky) z vrcholti A, B, C kromé bodu V po fadé v bodech
A" #£V, B #V,C" # V. Dokazte, Ze trojuhelnik A’B’C’ je podobny
trojuhelniku ABC.
Sdrka Gergelitsovd
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