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V minulém ¢isle tohoto ¢asopisu jsme se v ¢lanku [1] vénovali zdkladnim
otazkam, které se vazi k problematice hvézdicovych mnohothelniki. Viibec
jsme se vSak nezabyvali jejich metrickymi vlastnostmi. Tento rest od¢inime
na nésledujicich stranach.

Pfesnou definici hvézdicového n-tihelniku lze nalézt ve zminéném textu.
Zjednodusené feceno, hvézdicovy n-ihelnik {n, k}, kde k a n jsou ptirozend
¢isla, n > 5, 2 < k < g, vznikne takto: uvazujeme n bodd pravidelné roz-
misténych na (pomyslné) kruznici a kazdy z nich spojime tuseckou s jeho
k-tym ,sousedem®, pocitdme-li body po sméru hodinovych rucicek. Za
hvézdicovy n-tihelnik pfitom nepovazujeme sjednoceni uvedenych tusecek,
ale ¢ast roviny, kterou ohranici. Vychozi body nazyvame vrcholy hvézdico-
vého n-thelniku, posun z bodu na bod nésledujici krokem (mezi spojenymi
body tedy musime vykonat k krokil). Pokud bychom pfipustili & = 1, lze
timto zptsobem ziskat konvexni pravidelny n-thelnik, ktery budeme zna-
¢it {n,1}.

Velikosti ahla

Hvézdicovy mnohothelnik je vhodnym objektem pro procvicovani poj-
mu stfedovy a obvodovy thel. Pomoci vztahu mezi témito uhly prislus-
nymi oblouku kruznice opsané hvézdicovému mnohothelniku {n, k}, k > 2,
snadno vypodéitame velikost vnitiniho thlu ¢,,; pfi jeho vrcholu (obr. 1).

7 kontextu bude vzdy zfejmé, zda mluvime o thlu, nebo o jeho veli-
kosti, proto budeme v obou piipadech pouzivat stejné oznaceni, a to mald
pismena fecké abecedy.
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Necht A, B a C jsou takové vrcholy hvézdicového mnohotihelniku {n, k},
Ze poCet krok mezi body A, B a také mezi body B, C je k (obr. 1). Potom
pocet krokt mezi body C, A je n — 2k a konvexni stfedovy tihel pfislusny
oblouku s krajnimi body A, C' m4 velikost (n — 2k) - @. Pro obvodovy

thel ¢, proto plati
180°
onk = (n —2k) - - (1)

Soucet velikosti vnitfnich Ghld pfi vrcholech hvézdicového n-thelniku je
tedy

1 o
n-(n—2k)- 87? = (n —2k) - 180°.

. B

. C
Obr. 1 Vnitini thel @,k pfi vrcholu n-thelniku {n, k}, k > 2

Uvedeny postup lze pouzit i pro vnit¥ni ahly pravidelného n-tthelniku
{n,1} (mezi body C a A je n — 2 krokul), a plati proto nasledujici tvrzeni:

Véta
Soucet velikosti vnitinich uhli pri vrcholech n-thelniku {n,k} je pro
libovolne k > 1 roven
(n — 2k) - 180°.

Vypocitejme velikosti vnitinich thld atvard, jimiz je pokryta plocha
libovolného n-thelniku {n, k}, & > 1. Uvazujme thly «,,, B, v, pravidel-
ného n-thelniku {n, 1} podle obr. 2.

Ziejmé

180° — 360

180° — a, n . 180°
an, — Bn = 5 = 5 =90 )
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360°
Yo = 28, = 180° — .
n

Dale urcime velikosti vnitinich (thld rovnoramennych trojihelnikt, které
vzniknou protazenim stran pravidelného n-thelniku {n,1} a které tedy
tvoii ,,cipy* hvézdicového n-tthelniku {n,2}. Vnitini thly pfi vrcholech
n-thelniku {n,2} ozna¢me ve shodé s diive zavedenou symbolikou ¢,
a dvojice shodnych uhlu pii zakladnach uvazovanych rovnoramennych troj-
thelnikt ozna¢me 6, (obr. 2). Potom

o2

360° 360°
0p, = 180° — ~y,, = 180° — (180o — ) = =

n

360° 720°

©n2 = 180° — 24,, = 180° — 2 = 180° — o

Obr. 2 Uhly n-thelnikt {n, k}

Postupnym dalsim protahovanim stran vznikaji hvézdicové mnohotihel-
niky {n,k}, k > 3, jejichz ,cipy* jsou tvoteny deltoidy. Jeden z vnitfnich
hlt kazdého z deltoidi je ,,1, jemu protilehly necht je wy,y, zbyvajici dva
shodné thly necht jsou o,;. Potom je jisté

360°
Wns = 1800 - 5n = ].80Q — T
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720°\  720°
On3 = 180° — @0 = 180° — (1800 - ) =

n

Pokud jsou vyjadfeny velikosti Ghlu ¢,2, 6, = a, a k nému vedlejsiho
thlu w3, je vypocet velikosti zbyvajicich thlt velmi snadny, stac¢i pouzit
nasledujici vzorce:

Onk = 1800 - <)07L,k—17 k Z 37 (2)
Wpi = 180° — 0y ;-1 nebo  wpip = @nr—2, k>4, (3)
Ynk = 360° — 20, — wnk, k> 3. (4)

Dosazenim rovnosti (2) a (3) do vztahu (4) ziskdme jind vyjadieni ve-
likosti ahlu @, & > 4:

Pnk = 360° — 2(1800 - Qpn,k—l) - (1800 - Un,k—l) = 2<pn,k—1 +Un,k—1 - 18007

resp.
Ok = 360° —2(180° — Pp k1) = Prk—2 = 2Pn k-1 — Prk_2-

Posledni vztah je rekurentnim vyjadienim velikosti vnitfniho thlu pfi
vrcholu hvézdicového mnohotihelniku {n, k}, k¥ > 4, odvozené z velikosti
vnitinich thla pti vrcholech hvézdicovych mnohothelnikt predchozich dvou
radu. Pripomenme, ze velikost thlu ¢, bychom mohli vypocitat také vy-
uzitim vzorce (1).

Obvody mnohothelniku {n, k}

Vénujme se nyni obvodtum n-tthelnikd {n, k}. Délku strany pravidelného
n-thelniku {n,1} ozna¢me a,, a délku tsecky, ktera je nejkratsi spojnici
vrcholu hvézdicového n-thelniku {n, k} s vrcholem n-thelniku {n,k — 1},
k > 2, ozname ap; (obr. 3). Jestlize O, je obvod n-tuhelniku {n, k},
potom plati

Op1=na, a Opp=2na,,, k>2.

Vyjadiime obvody O, pro k = 2 a k = 3 v zavislosti na délce a,.
Pokud chceme ziskat zavislost obvodu O, na poloméru r,, kruznice opsané
pravidelnému n-thelniku {n, 1}, odvodime ze vztaht

a, B a,  180°

sin — = = —
2 Tr 2 n
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zavislost
180°

a, = 2r, sin ,
n

kterou do dale ziskanych vysledkt za a,, dosadime.

Obr. 3 Pouzivané znaceni

Nejprve vyjadiime zavislost délky a,2 na délce a,,. Jelikoz

Qan 360°
cosd, =2 a 6,= ﬂ7
An2 n
je
an,
=, 5
n2 360° 5)
2 cos
n

Odtud vyplyva
nan

360°

cos

On2 = 2nane =

Nyni vyjadiime délku a,3 v zévislosti na délce a,, a nasledné vypocitame
obvod O,3. Délku poloviny vedlejsi thlopficky deltoidu, ktery tvori ,cip“
hvézdicového n-tuhelniku {n, 3}, oznac¢me wu,3 (obr. 3). Potom

w3 Un _360°
“nd _ Un3 - 1de  wyg = 180° —
n
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a proto je s pfihlédnutim k rovnosti (5) a vztahu mezi funkcemi sinus a

kosinus
° 180°
an sin <90° — 180) Qp COS
n n

n = = . 6
3 360° 360° (©)
2 cos 2 cos
n n
Dale plati
sin Pn3 _ %,
2 Gn3
a tedy
(ng = —13 (7)
©n3
n
2
Jelikoz je podle (1)
180° 1080°
onz3=(n—2-3)- = 180° — _— (8)

ziskdme dosazenim (6) a (8) do rovnosti (7) a uzitim vztahu mezi funkcemi
sinus a kosinus

180° 180°
Gy, COS @y, COS
n n
an3 = = o o (9)
360° 540° 360 540
2 cos sin | 90° — — 2 cos cos
n n n n

Nyni je vyjadieni obvodu O,3 v zavislosti na a, trivialita:

180°
n
360° 540°

COSs
n n

na, cos

Ong = Znang =

COs

Obsahy mnohouhelnika {n, k}

Nakonec vyjaddiime obsahy S,1, Sp2 a Sp3 mnohotuhelnikéi {n, k} pro
k=1,2,3.
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Jestlize v, znaci vzdalenost stfedu kruznice opsané pravidelnému n-tihel-

niku a strany tohoto n-tuhelniku (obr. 3), je

o an
to 2 = 2
& 2 U,
Odtud vyplyva
180°
an, cotg
Un = 9 ;

a proto je obsah S,,; pravidelného n-tthelniku {n, 1}
180°
(10)

2
na,, cotg ——
n

anv
Sn _ ., 4ntn
1=y 4

Znagi-li v,2 vzdélenost vrcholu hvézdicového n-tthelniku {n,2} od nej-
bliz&i strany pravidelného n-thelniku {n, 1} (obr. 3), je obsah S,2 n-thel-
(11)

AnUn2

niku {n, 2}
Sn2 = Snl +n- 2
Ze vztaht
n 360°
tgd, = 1;”2 a O0p=
R n
plyne
an, 360°
Un2 = 7 -t y
coz spolu se vztahy (10) a (11) implikuje
9 0° an . 360°
na,, cotg na,—— tg
Snz = TR B -
n2 — 4 2 -
na? 180° 360°
=—=1 t t .o (12
4<cogn+gn) (12)
87
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Obsah S,,3 hvézdicového mnohothelniku {n, 3} je souctem obsahu S,
mnohothelniku {n,2} a obsaht n deltoidd, jejichz strany maji délky a2
a an3. Tyto deltoidy jsou svymi hlavnimi ithloptfickami rozdéleny na shodné
trojuhelniky a obsah S; kazdého z nich je

2 o
Sy = iaman3 sino,3 = §an2an3 sin 720 . (13)
Vzhledem k (12), (13), (5) a (9) je obsah n-thelniku {n, 3}
720°
Sns = Sn2 +2nS; = Spa + Nan,an, sin =
na? ( 180° 3600)
= —— | cotg + tg +
4 n n
180°
a, Cos ——
G n . T20°
+n- . - S1n .
360° 360° 540° n
2 cos 2 cos cos -

Tento vztah déle zjednodusime. Pouzijeme pfitom opakované vzorec pro

. . ’ ’ 7 ° .7 vz . v ° °
sinus dvojnasobného thlu, hodnotu % vyjadiime jako soucet % + %

a aplikujeme souctovy vzorec pro funkci kosinus:

180° . 360° 360°
cos - 2sin cos
S nafL ¢ 180° 4t 360° n n n n
w3 = —— | co =
3T 7y 8T TR, 360° (360" 180°>
cos? cos +
n n n
na% 180° 360°
= —— | cotg + tg +
4 n
180° . 360°
Ccos - 2sin
n n
+ S =
360 ( 360° 180° . 360° . 180°>
cos cos cos — sin sin
n n n n n
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na 180° 360°
= —— | cotg + tg +
4 n n
1 o
2 cos 80
360° n
+1tg : S
n 360 180° . 180° 180° . 180°
cos cos — 2sin cos sin
n n n
nai cot 180° 4t 360° 14 2
& 8 360°  _ , 180°
cos — 2sin
n n

ZAvér

Domnivame se, ze vyse uvedené vztahy zvladnou odvodit i nadani stie-
doskolsti studenti. Pfi vypoctech si procvi¢i predevsim vztahy mezi veli-

kostmi rtznych Ghla a zopakuji poznatky z goniometrie.
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