Zlaty ez v jedné tloze 67. MO

ZBYNEK VRBA

Gymnazium Cesky Krumlov

Tento pfispévek je urcen predevsim ucitelim matematiky na stfednich
skolach, kteri se podileji na pfipravé svych zakti na matematické soutéze,
zejména pak na Matematickou olympiddu (MO). Jeho cilem je poukdzat
na neocekavanou souvislost jedné z tiloh domaéci ¢asti I. kola v kategorii B
aktualniho 67. ro¢niku MO s tzv. zlatym rezem. Pti samostatném feSeni
nebo studiu dloh doméci ¢asti I. kola MO si ucitel také casto uvédomi
dalsi souvislosti a muze se tak lépe pfipravit na pfipadné zakovské (fesi-
telské) dotazy k jednotlivym tlohdm. Vlastni ucitelova feSeni téchto tloh
se mnohdy lisi (to je mj. i zkuSenost autora ¢lanku) od Feseni zakovskych,
popf. i feSeni vzorovych (autorskych). P¥i tomto zptisobu sezndmeni se
s problematikou soutéznich loh se mnohdy uciteli podafi objevit dalsi di-
menze zadané tlohy. V letoSnim 67. ro¢niku MO tuto tlohu sehrava napft.
soutézni tloha B-I-3 (3. tloha doméci ¢asti I. kola):

Necht ABCD je kosoctverec s kratsi uhlopiickou BD a E vnitini bod
jeho strany CD, ktery lezi na kruZnici opsané trojuhelniku ABD. Urcete
velikost jeho vnitiniho uhlu pri vrcholu A, maji-li kruznice opsané troju-
helnikim ACD a BCE prdvé jeden spolecny bod (obr. 1).

Vzhledem k tomu, Ze cilem této urcovaci tlohy je nalézt velikost jis-
tého thlu, je zfejmé, ze pokud tloze vyhovuje néktery kosoc¢tverec, pak ji
vyhovuji i vSechny kosoctverce s nim podobné. Muzeme tak bez ijmy na
obecnosti predpokladat, ze strana koso¢tverce ABC'D méa délku 1. Déle
predpokladejme, Ze existuje feSeni, které vyhovuje zadani, tj. existuji dvé
kruznice k a | podle zadéani, které maji pravé jeden spoleény bod. Timto
bodem je podle zadani vrchol kosoc¢tverce C. Kruznice k, [ v ném proto
maji vnitini dotyk.

Dokézeme nejprve nésledujici tvrzeni:

Lemma

Necht k(S,71),l(R,72),m1 > 72 jsou kruZnice, které maji vnitini dotyk
v bodé T. Potom existuje stejnolehlost K(T,rs/r1), v niz je kruznice [
obrazem kruznice k.

90 Matematika — fyzika — informatika 27 2018



Obr. 1

Diikaz: Protoze bod T je spoleénym bodem obou kruznic k, [, je také te¢na
t v bodé T spole¢nou teénou kruznic k, I. Tato tecna je kolma jak na primku
TR, tak na pfimku T'S. Proto body T', S, R lezi v jedné piimce. Ozna¢me P
druhy prusecik primky 7S s kruznici k a O prusecik piimky 7S s kruZnici {.
Uvazujme libovolnou pfimku p takovou, ze T € p, rtuznou od pfimky T'S,
kterd protind kruZnici k v bodé A a kruznici [ v bodé B. Protoze TP
je prumeér kruzmice k, je uhel u vrcholu A v trojahelniku PT A pravy.
Z analogického diivodu je pravy i tihel pfi vrcholu B v trojuhelniku OT B.
Uhel pii vrcholu T je spoleény obéma trojuhelnikéim. Trojthelniky PT A
a OTB jsou tedy podobné podle véty uu. Koeficient podobnosti téchto
trojihelnikt je roven pomeéru primeéri téchto kruznic a tedy i pomeéru
jejich polomért. Je tak dokdzano, Ze existuje stejnolehlost K (T, ry/r1), ve
které je kruznice | obrazem kruznice k. Dale je ziejmé, Ze mezi obéma
kruznicemi existuje jesté jedna stejnolehlost K{(T,r1/73), kterd zobrazuje
kruznici [ na kruznici k& (obr. 2).
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Obr. 2

V pripadé tlohy B-I-3 to znamend, Ze existuje stejnolehlost se stie-
dem v bodé C' a koeficientem &, ktera zobrazuje zobrazuje kruznici k£ na
kruznici [. V této stejnolehlosti tudiz, plati:

| — k,

E— D,
B — F.
Pro koeficient x této stejnolehlosti plati
|CD| |CF]
K= =
|CE| |CB|
Lichobéznik ABED je rovnoramenny, nebot je tétivovy (bod E lezi na
kruznici opsané trojuhelniku ABD). Tedy |AD| = |BE| = |BC| = 1,
a proto trojuhelnik CBFE je rovnoramenny se zakladnou C'E.
Déle je zfejmé, Ze ctyfuhelnik AFCD je rovnéz tétivovy. Vzhledem
k tomu, ze AD || BC (ABCD je koso¢tverec) a F' € BC, jedna se o licho-
béznik, ktery je opét rovnoramenny, proto

|AF| = |AB| = |BC| = 1
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a uhly u vrcholi F' a C jsou v tomto lichobézniku shodné. Trojuhelnik
FAB je tak shodny s trojuhelnikem CBE (podle véty sus). Uhly pii vr-
cholech C' a F' maji stejnou velikost jako hledany thel. Velikost téchto tihla
vyjadiime z trojuhelniki FAB a C BE pomoci funkce kosinus.

Nyni se zaméfime na trojuhelnik BF'A (obr. 3). Tento trojuhelnik je
rovnoramenny, a proto jeho téznice k zékladné je zaroven jeho vyskou.
Usec¢ka BF mé tedy délku

|BF| = |CF| - |BC| = — 1.

Oznacme ve shodé s obrazkem Spp stfed zadkladny BF'. Trojuhelnik AF Spp
je pravouhly, tudiz plati

FS LBF -1
cos |[ASprFA| = | A§F| — ol . | — H2

Obr. 3

V trojthelniku BCE (obr. 4) m4 thel pfi vrcholu C stejnou velikost,
jako tihel pii vrcholu F' v trojihelniku BF A. Usecka CE ma délku 1/k, jeji
stfed oznaéme Sgc. V pravouhlém trojihelniku BCSgc tak pro vnitini
thel pii vrcholu C' plati

L 1

cos [ BCSgc| = |§7"C| =5
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Obr. 4
Z trojuhelniku BF A (obr. 3) zndme hodnotu

k—1
5

cos |ASprFA| =

Zbyva tedy vyfesit rovnici

1 k—1

2% 2

Protoze k # 0, je tato rovnice ekvivalentni s kvadratickou rovnici
K2—k—1=0
jejimz kladnym kofenem, ktery hledame, je pouze

1+5

5
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Pro hodnotu cos | SprFA| tedy plati vztah

11 V5-1
2.1+2\/§_1_|_\/5_ 4

1
cos |[XSprFA| = o =

Funkce kosinus nabjva hodnotu %(\/5 — 1) pro ostry thel 72°. V tloze se
tak necekané objevuje pomér zlatého fezu.

Obr. 5

Zavér

Uvedené zjisténi vede k dalsimu zajimavému dtsledku:

Prusecik pfimky AB s kruznici k (ozna¢me ho napiiklad G) doplni
lichobéznik AFC D na pravidelny pétithelnik AFGC D s opsanou kruznici
k (obr. 5). Bod B je totiz priiseéikem jeho thlopficek AG a CF. Pro bod G
tedy plati |CG| = |FG| = |AB| = 1. Vzhledem k tomu, ze bod E je v této
stejnolehlosti vzorem bodu D, existuje pravidelny pétithelnik, ktery ma
stranu délky C'E a jeho vrcholy lezi na kruznici k. Bod B je jeho vrcholem.
Dalsim z jeho vrchold je prusecéik H thlopficky AC s kruznici I a také
prusecik I pfimky C'G s kruznici [.
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