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V tomto ¢lanku se budeme vénovat zajimavé grafové tloze, kterou jsme
jiz vicekrat vyuzili jako pfipravnou tlohu na pfednaskach pro fesitele Ma-
tematické olympiady kategorie P. Pfesné v této podobé nikdy nebyla sou-
tézni tlohou, vznikla ovSem tpravou a rozsifenim jedné praktické soutézni
ulohy z ustfedniho kola 47. roéniku MO-P (8kolni rok 1997/98). Pivodni
soutézni tloha nam také poslouzila jako ndmét uplné prvniho dilu na-
seho dlouhodobého seridlu o tlohéach kategorie P matematické olympiady
[1], ktery zacal vychazet v Casopise Matematika — fyzika — informatika jiz
v roce 2000.
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V jisté zemi maji N mést oznacenych celymi ¢isly od 1 do N. Mezi mésty
je vybudovana silni¢ni sit tvofend M obousmérnymi silnicemi. Kazd4 sil-
nice spojuje vzdy dvojici mést a je znama jeji délka. VSechna pripadna
kfizeni silnic jsou mimotroviova, takze mimo mésta nelze prejet z jedné
silnice na druhou. Nékteré silnice jsou vedeny pies mosty, které maji ome-
zenou nosnost. Pro takové silnice je stanovena maximéalni povolena hmot-
nost vozidla, jaké mize po silnici projet. Mezi nékterymi dvojicemi mést
prima silnice nevede, ale z kazdého mésta lze dojet po silnicich do libovol-
ného jiného mésta. Mezi kazdymi dvéma mésty vede nejvyse jedna pfima
silnice. Potfebujeme prevézt ndklad autem z mésta A do mésta B.

a) Zjistéte délku nejkratsi cesty z mésta A do mésta B. Urcete, pfes kterd
mésta tato cesta vede. Pokud existuje vice rtiznych cest téze miniméalni
délky, zvolte z nich jednu libovolnou.
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b) Zjistéte hmotnost nejtézsiho mozného vozidla s nédkladem, jaké mtize
prejet po silnicich z mésta A do mésta B. Urcete, pfes kterd mésta
povede cesta takového vozidla. Pokud existuje vice riiznych cest, po
nichz lze pfepravit maximalni néklad, zvolte z nich jednu libovolnou.

c) Zjistéte délku nejkratsi cesty z mésta A do mésta B. Urdete, pies kterd
mésta tato cesta vede. Pokud existuje vice riznych cest téze minimalni
Existuje-li vice takovych cest, zvolte z nich jednu libovolnou. Urcete
také maximélni hmotnost vozidla s nakladem, jaké miize projet po
nejkrat$i cesté z mésta A do mésta B.

prejet po silnicich z mésta A do mésta B. Urcete, pres kterd mésta
povede cesta tohoto vozidla. Pokud existuje vice rtiznych cest, po nichz
lze pfepravit maximalni naklad, vyberte z nich tu nejkratsi. Existuje-li
vice takovych cest, zvolte z nich jednu libovolnou. Urcete také délku
nejkratsi cesty z mésta A do mésta B, po niz lze pfevézt maximéalni
mozny naklad.

e) Jak se zméni feSeni tiloh a), b), ¢), d), kdyZ pfipustime, Ze mezi nékte-
rymi dvojicemi mést vede vice pfimych silnic s riznym ohodnocenim
(silnice jsou rtizné dlouhé, resp. maji rizna omezen{ maximélni povo-
lené hmotnosti vozidla)? Mize se tedy t¥eba stat, Ze mezi jistymi mésty
X a'Y vede jednak kratkd pfimé silnice, na niz je ale zna¢né omezena
hmotnost vozidel, a zaroven jind delsi silnice, kde ale zddné omezeni
hmotnosti vozidel neni.

Vstupni data:

Na prvnim fadku vstupu jsou zadana ¢tyfi kladna cela ¢isla N, M, A, B.
Prvni z nich N udava pocet mést, predpokladejte N < 1000. Druhé ¢islo
M urcuje celkovy pocet silnic. Néasledujici ¢isla A, B predstavuji vychozi
a cilové mésto hledané trasy — jsou to celd ¢isla z rozmezi od 1 do N. Na
dalsich M fadcich vstupu jsou zadény informace o jednotlivych silnicich.
Kazdy z téchto radki je tvorfen ¢tyimi kladnymi celymi ¢isly popisujicimi
vzdy jednu silnici: prvni dvé z nich jsou ¢isla mést, mezi nimiz silnice vede
(¢isla z rozmezi od 1 do N), tfeti ¢islo udava délku silnice v kilometrech
(celé ¢islo z rozmezi od 1 do 100) a ¢tvrté maximalni povolenou hmotnost
vozidla v kilogramech (celé ¢islo z rozmezi od 1 do 10000). Je-li ¢tvrtou
hodnotou na fadku 0, znamené to, ze hmotnost vozidel na této silnici neni
omezena.
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Na prvni pohled je ziejmé, Ze se jednd o grafovou tlohu. Silni¢ni sif
predstavuje souvisly neorientovany graf s ohodnocenymi hranami. Kazda
hrana grafu mé piifazeny dvé hodnoty — délku silnice a pfipadné ome-
zeni maximalni pfipustné hmotnosti vozidel. Pro jednoduchost si mizeme
predstavit, ze omezeni hmotnosti vozidel je stanoveno pro kazdou hranu a
ze ma hodnotu ,nekonecno“, jestlize na pfislusné silnici zddny most neni.
V zékladnim zadani tlohy graf neobsahuje Zddné mutihrany (tj. vice hran
spojujicich stejnou dvojici vrchold). Na zévér se v podiloze e) jesté zamys-
lime, co by se na nasem feSeni zménilo, kdybychom multihrany pripustili.

Zadany graf si mizeme reprezentovat nejlépe pomoci seznami néasled-
nikt jednotlivych vrcholt. Jednd se o neorientovany graf, takze pfimou
silnici mezi mésty X, Y si musime ulozit dvakrat: vrchol X bude zafazen
do seznamu naslednikt vrcholu Y a také naopak vrchol Y bude zafazen
do seznamu néslednikt vrcholu X. Silnice maji dvoje ohodnoceni — délku
a maximaéalni pfipustnou hmotnost vozidel. V kazdém zaznamu v seznamu
naslednikt proto budou zapsany také tyto dvé hodnoty.

Jinou moznosti ulozeni grafu by byla matice vzdalenosti. To je matice
velikosti IV x N, jejiz prvky obsahuji ohodnoceni jednotlivych hran. V na-
Sem pripadé by tedy kazdy prvek matice obsahoval dvé hodnoty, a to délku
silnice a jeji hmotnostni omezeni. Tato reprezentace grafu je ovSem pro
nasi tlohu méné vhodna. Pfedstavuje v&tsi pamétové naroky i pomalejsi
vypocet — kdykoliv potfebujeme najit vSechny sousedy zvoleného vrcholu,
museli bychom v matici projit cely fadek délky N. Navic bychom v ¢asti e)
jesté narazili na technicky problém, jak si ulozit multihrany. Tuto variantu
reprezentace grafu v programu proto radéji nepouZzijeme.

Uloha a)

V této casti ilohy chceme nalézt nejkratsi cestu z mésta A do mésta B
bez ohledu na pripadné omezeni hmotnosti vozidel. Vsechna ohodnoceni
hran grafu jsou kladné, takze pro hledani nejkratsi cesty v grafu mezi da-
nymi dvéma vrcholy miizeme vyuzit dobfe znamy Dijkstriv algoritmus.
Pfipometime si ve stru¢nosti, jak Dijkstriiv algoritmus pracuje (podrob-
néjsi popis véetné programu najdete napiiklad v uéebnici [2] nebo na in-
ternetu v textu [3]). Pro kazdy vrchol U budeme po¢itat jeho hodnotu,
kterd udava délku dosud nejkratsi nalezené cesty z pocatec¢niho vrcholu
A do pfislusného vrcholu U. Navic budeme evidovat, zda je tato hodnota
zatim jenom docasnéd (mozna ji jesté zlepSime, tzn. snizime), nebo zda je
jiz trvala. Na zac¢atku vypoc¢tu mé vrchol A mé hodnotu 0 (jsme tam,
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nemusime nikam chodit) a vSechny ostatni vrcholy grafu maji hodnotu
ynekoneéno“ (zatim jsme do nich Zddnou cestou nedorazili). VSechny vr-
choly maji do¢asnou hodnotu.

Vlastni vypocet se odehrava v postupnych krocich. V kazdém kroku
vypoctu nejprve najdeme vrchol X s nejmensi do¢asnou hodnotou a tuto
hodnotu prohlasime za trvalou. To si mtzeme dovolit diky nezadpornému
ohodnoceni hran, v grafu se zaporné ohodnocenymi hranami by toto nemu-
selo platit. Nasledné vSsem vrcholiim sousedicim s vrcholem X, které zatim
maji docasnou hodnotu, zkusime tuto jejich docasnou hodnotu zlepsit.
Pokud se do takového vrcholu Y dostaneme ptes vrchol X kratsi cestou,
nez jakou nejlepsi cestu z A do Y jsme dosud nasli, pak hodnotu vrcholu
Y patfiéné snizime. Novou hodnotou vrcholu Y se v tom pripadé stane
soucet hodnoty vrcholu X a délky hrany XY. Zaroven si poznamename,
ze nejlepsi hodnotu vrcholu Y jsme ziskali pomoci vrcholu X, neboli ze
predchtidcem vrcholu Y na nejkratsi cesté z A do Y je praveé vrchol X. Vy-
pocet probiha tak dlouho, dokud neziska cilovy vrchol B trvalou hodnotu.
Ta potom urcuje délku nejkratsi cesty z A do B.

Po urceni délky nejkratsi cesty z A do B zbyva jesté zjistit, kudy tato
cesta vede. K tomu ndm poslouzi uloZené informace o tom, kdo je pred-
chiiddcem kterého vrcholu na nejkratsi cesté. Celou cestu zrekonstruujeme
odzadu tzv. zpétnym chodem. Zac¢neme od cilového vrcholu B, ten zna
svého predchidce, ten zase svého predchidce atd. Takto postupujeme, do-
kud nedojdeme az do pocéateéniho vrcholu A. Pokud z vrcholu A do vrcholu
B existuje vice raznych cest téZe minimalni délky, pak popsany algoritmus
vyhled4 tu z nich, kterou nasel jako prvni.

Casova slozitost zavisi na zpiisobu implementace. Vypocet nejkratsich
vzdalenosti vyzaduje provést v nejhorsim ptipadé az N krokt, pokud kon-
covy vrchol B ziska trvalou hodnotu az jako posledni. V kazdém kroku vy-
poctu predstavuje nalezeni vrcholu s minimélni do¢asnou hodnotou praci
O(N), jsou-li hodnoty vrcholt uloZeny jednodusSe v poli, které musime sek-
vencéné prochazet. Nasledné prepocitani hodnot sousednich vrcholi zvlad-
neme jisté také v ¢ase O(N). To vede k hornimu odhadu ¢asové slozitosti
celého algoritmu O(N?). Zpétny chod je pak uz jednoduchy priichod nej-
vySe N vrcholy s ¢asovou slozitosti O(N). V odborné literatuie se mizete
docist o ¢asové vyhodnéjsi implementaci Dijkstrova algoritmu, pokud si
hodnoty vrcholt ukladame naptiklad do haldy. MoZznostem takové ¢asové
optimalizace se v nasem clanku nebudeme vénovat, jsou uvedeny tieba ve
studijnim textu [3].
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Uloha b)

K feseni tlohy b) muZzeme pFistoupit riiznymi zpisoby. Jednou moznosti
jaké muze piejet po silnicich z mésta A do mésta B, bude jisté rovna
hmotnostnimu limitu nékteré z existujicich silnic. Takovych rtiznych hod-
not je nejvyse M. Pro kazdou z téchto hodnot staci ovérit, zda vozidlo
prislusné hmotnosti dokaze prejet po silnicich z mésta A do mésta B, ne-
boli zda vrcholy A, B lezi ve stejné komponenté souvislosti, jestlize z grafu
vynechame vS8echny hrany s nizsim hmotnostnim limitem. Z vyhovujicich
hodnot vezmeme tu nejvyssi. Tim méame urcéenu optiméalni hmotnost vo-
zidla a pro takové vozidlo pak jiz snadno najdeme néjakou cestu z mésta
A do mésta B po vyhovujicich silnicich napfiklad prohledavanim grafu do
siiky. Casova slozitost tohoto algoritmu je O(M (M + N)). Uvazujeme az
M raznych hmotnosti vozidla a pro kazdou z nich urcéujeme komponentu
souvislosti grafu obsahujici vrchol A, coz predstavuje praci O(M + N).
Zavérecné vyhledani cesty z A do B prohledavanim do Sifky ma ¢asovou
slozitost O(M + N), coz vyslednou asymptotickou slozitost celého Feseni
O(M (M + N)) nijak neovlivni.

Vypocet miazeme urychlit, pokud nebudeme zkouset vSech M potencial-
nich hodnot hmotnosti vozidla. Tyto hodnoty mizeme v ¢ase O(M log M)
usporadat v poli a nejvyssi pouzitelnou pak mezi nimi vyhledat meto-
dou ptleni intervald. To vyzaduje provést pouze log M krokt, v nichz
stejné jako dosud testujeme, zda vrcholy A, B lezi v téZze komponenté sou-
vislosti grafu. Asymptoticka ¢asova slozitost celého vypoctu se tim snizi
na O(Mlog M + (M + N)log M), coz muzeme zjednodusit na O((M+
+ N)log M). V grafu bez multihran mtzeme celkovy pocet hran M shora
odhadnout pomoci N2, takZe odhad vysledné Easové slozitosti mtizeme
zapsat také jako O((M + N)log N).

Uk4Zeme si jesté jiny zptisob feseni. Uloha b) vypad4 na prvni po-
hled velmi podobné jako tloha a), takZe se nabizi také ji Fesit obdobnym
zpUsobem a pouzit k feSeni Dijkstriv algoritmus. Musime ale navrhnout
jeho vhodnou modifikaci, jelikoz s hodnotami vrcholt grafu nyni budeme
pocitat trochu odliSnym zpusobem. Kazdému vrcholu V' naseho grafu pii-
fadime hodnotu, kterad bude urcovat nejvyssi hmotnost vozidla, jaké jsme
zatim dokéazali dopravit z mésta A do mésta V. Opét si zavedeme evidenci,
zda je tato hodnota doc¢asnéd (mohla by se jesté zlepsit, tzn. zvysit), nebo
uz trvald. Na zacatku vypoctu maji vSechny vrcholy do¢asnou hodnotu —
vrchol A mé hodnotu ,nekoneéno® (jsme tam s jakymkoliv vozidlem bez
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omezeni hmotnosti) a vSechny ostatni vrcholy grafu maji hodnotu 0 (zatim
jsme do nich nedojeli s zZddnym nékladem).

V kazdém kroku vypocétu najdeme vrchol X s nejvétsi docasnou hodno-
tou a tu oznacime za trvalou. Poté vSem vrcholim sousedicim s vrcholem
X, které zatim maji docasnou hodnotu, zkusime tuto jejich doc¢asnou hod-
notu zlepsit. Pokud se do takového vrcholu Y dostaneme pres vrchol X
s t6z8im vozidlem, nez jaké jsme dosud z A do Y dopravili, pak hodnotu
vrcholu Y patfi¢né zvysime. Novou hodnotou vrcholu Y se v tom pfipadé
stane minimum z hodnoty vrcholu X a hmotnostniho limitu hrany XY.
Do mésta Y totiz mize dojet po piimé silnici z mésta X nejvyse takové
vozidlo, jaké dojede z A do X a miiZe pak také déle pokracovat po silnici
XY. Zaroven si poznamename, ze nejlepsi hodnotu vrcholu Y jsme ziskali
pomoci vrcholu X, neboli Ze pfedchiidcem vrcholu Y na nejvyhodné;jsi
cesté z A do Y je pravé vrchol X. Vypocet probiha tak dlouho, dokud
neziska cilovy vrchol B trvalou hodnotu. Ta potom urcuje hmotnost nej-
tézsiho vozidla, jaké dojede z A do B. Nalezeni pribéhu optimalni cesty
zpétnym chodem pomoci zaznamenanych predchiidct se oproti klasickému
Dijsktrovu algoritmu nijak nezméni.

Vidime, ze pribéh popsaného feseni piesné kopiruje Dijsktriv algorit-
mus z FeSeni tlohy a), jenom misto vybéru minima vybirdme ve vrcholech
maximum a misto poc¢itani souctu pocitdme minimum. Stejnd proto zu-
stane i asymptotickd Casova slozitost algoritmu — pfi jednoduché imple-
mentaci s hodnotami vrchold uloZenymi v poli je to O(N?).

Uloha c)

Uloha c¢) pifmo navazuje na obé ptedchozi tilohy a), b). Nyni chceme
zvolit nejlepsi cestu podle dvou kritérii. Chceme nalézt co nejkratsi cestu
z mésta A do mésta B a existuje-li vice takovych raznych cest téZe mini-

Zékladem FeSeni bude Dijkstriiv algoritmus popsany v feSeni dlohy a).
Algoritmus ovSem musime trochu doplnit, aby z vice cest téZze optimalni
délky nebral jednoduse prvni nalezenou, ale aby se v takovém pripadé roz-
hodoval podle druhého kritéria. Tim je co nejvétsi hmotnost vozidla, které
mize projet po nalezené cesté. K upravé algoritmu dojde pouze v jednom
misté. Kdyz hodnotu vrcholu X prohlasime za trvalou a zkoumame, zda
muzeme zlepSit hodnotu sousedniho vrcholu Y, miiZe se stat, Ze se dosa-
vadni hodnota vrcholu Y pfesné rovna sou¢tu hodnoty vrcholu X a délky
hrany XY. To znamend, ze nyni pfichdzime do vrcholu Y z vrcholu X
po cesté stejné délky, jakou méla dosud nejlepsi nalezend cesta vedouci
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z vrcholu A do vrcholu Y. Z hlediska uréeni nejkratsi cesty z A do B je
v takovém pfipadé jedno, zda zadznam o predchtidci vrcholu Y ponechiame
beze zmény, nebo zda ho zménime na X . Ovlivnime tim jenom to, kterou
z vice moznych cest téze minimélni délky algoritmus nakonec pii zpé€tném
chodu vyhleda (pokud ov8em viitbec bude vrchol Y lezet na nejkratsi cesté
z A do B). A to je pfesné ten okamzik, kdy k rozhodnuti o pfedchtidci
vrcholu Y pouzijeme druhé kritérium.

Zbyvé ukazat, jak popsanou myslenku zrealizujeme. Hodnotam jednot-
livych vrchold, s nimiz pocita feseni tlohy a), budeme nadéle fikat ,,prvni
hodnota“. Ke kazdému vrcholu grafu si ted ulozime jesté jeho ,,druhou
hodnotu“, kterd bude urcovat maximalni hmotnost vozidla, jaké muze do
tohoto vrcholu dojet z vychoziho vrcholu A — ovéem pouze po dosud nej-
kratsi nalezené cesté!

Kdykoliv pfijdeme z vrcholu X do vrcholu Y po néjaké kratsi cesté
a budeme diky tomu snizovat prvni hodnotu vrcholu Y a zaroven ménit
zdznam o predchudci vrcholu Y, pfepocitdme zaroven i druhou hodnotu
vrcholu Y. Novou druhou hodnotou vrcholu Y se stane minimum z druhé
hodnoty vrcholu X a hmotnostniho omezeni hrany XY. Do vrcholu Y
mize totiz prijet z vrcholu X nejvyse tak tézké vozidlo, jaké muze dojet
ze startu A do vrcholu X a néasledné muze také projet po primé silnici z X
do Y. Je to uplné stejny zpusob vypoctu, jaky jsme pouzili jiz v feSeni
tlohy b). Poznamenejme, 7e druhd hodnota vrcholu Y se tim muZe i snizit
oproti stavajicimu stavu, tedy mutze se zhorsit. K tomu dojde v pfipadé,
ze jsme nasli kratsi cestu z A do Y, kterd ale pfipousti pouze lehéi vozidla.

Kdykoliv prijdeme z vrcholu X do vrcholu Y po cesté stejné délky, jakou
jsme nasli jiz d¥ive, rozhodneme se o piipadné zméné predchiidce vrcholu Y
podle druhého kritéria. Spocitame si minimum z druhé hodnoty vrcholu X
a z hmotnostniho omezeni hrany XY. Toto ¢islo porovname s dosavadni
druhou hodnotou vrcholu Y. Je-li spoctené ¢islo vétsi, znamend to, ze
jsme se praveé dostali do vrcholu Y po cesté sice stejné délky, ale s tézsim
vozidlem. To je pro nés zlepseni. V takovém ptipadé proto druhou hodnotu
vrcholu Y patficné zvysSime a zaznam o nejlepsim pfedchtudci vrcholu Y
zménime na X.

Na vyhledani cesty zpétnym chodem podle zaznamenanych predchudci
se pak uz nic neméni. Provedenou tipravou se nijak nezméni ani asympto-
tickd casova slozitost algoritmu, stejné jako v tloze a) bude rovna O(N?).
Podrobnéjsi popis jiné varianty Dijkstrova algoritmu s vice kritérii véetné
programové realizace si mizete pfeéist v uéebnici [2].
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Uloha d)

Uloha d) vypada velmi podobné jako tiloha c), prohazuje pouze prioritu
obou kritérii pfi vybéru cesty. Chceme nalézt cestu z A do B umoziujici
prevezeni co nejtézsiho nakladu a z vice takovych cest zvolit tu nejkratsi.
Mohlo by se tedy zdéat, Ze feseni obou téchto tloh budou prakticky stejna,
jenom se prohodi pofadi obou pouzitych kritérii. Tak by tomu skute¢né
bylo v pfipadé jiné dvojice uvazovanych kritérii, naptiklad kdybychom
pro kazdou silnici znali vedle jeji délky jesté ocekavanou dobu jizdy, chtéli
bychom nalézt nejkratsi cestu z mésta A do mésta B a z vice takovych
stejné dobrych moznosti zvolit tu s nejkratsi dobou jizdy. Doby jizdy v jed-
notlivych navazujicich tsecich cesty se totiz stejné jako délky cest jedno-
duse scitaji. V zadané tloze ale pracujeme s maximélni povolenou hmot-
nosti vozidla a v tomto pfipadé se namisto souctu pocitd minimum. Tato
zdanlivd malickost vede k tomu, ze pouhé prohozeni poradi obou kritérii
vybéru nefunguje. Ukazeme si to nejlépe na jednoduchém piikladu.

Pouzijeme Dijkstriv algoritmus se dvéma kritérii, kde prvnim kritériem
nyni bude maximalni pfipustnd hmotnost vozidla a druhym minimalni
délka cesty. Algoritmus se tedy snazi do kazdého vrcholu predevs§im do-
pravit z po¢atec¢niho vrcholu A co nejtézsi vozidlo a pokud toho lze dosah-
nout vice zptsoby, zvoli z nich tu cestu, kterad je co nejkratsi. Podle toho
budeme v jednotlivych vrcholech pribézné prepisovat zaznamy o pred-
chtidci na nejlepsi cesté obdobnym zptisobem, jako jsme to délali v feseni
ulohy c). Pfedpokladejme, Ze z vrcholu A vede pfim4 silnice do vrcholu Y
délky 10 km s omezenim hmotnosti vozidel do 5000 kg. Dale je mozné jet
z vrcholu A do vrcholu Y oklikou pres vrchol X po cesté o celkové délce
20 km, kudy ale mohou projet vozidla o hmotnosti az 8 000 kg. Konecné
z vrcholu Y vede pfim4 silnice do vrcholu B délky 5 km s omezenim hmot-
nosti vozidel do 3 000 kg. Jiné silnice v grafu nejsou. Uvazovany algoritmus
oznadi za trvalé vrcholy v pofadi A, X, Y, B. P#i zpracovani vrcholu Y
zvoll za vyhodnégjsi tu cestu, kterd vede pfes vrchol X, nebot tato cesta
umoziiuje dopravit do vrcholu Y téz8i ndklad (8 000 kg), nez pfimé silnice
z AdoY (5000 kg). Pfedchiiddcem vrcholu Y na nejlepsi cesté se proto
definitivné stane vrchol X. V té dobé algoritmus jesté netusi, ze vzhledem
k hmotnostnimu omezeni nasledujici silnice Y B se stejné do cile dostane
nejvyse vozidlo o hmotnosti 3000 kg. Cilovy vrchol B tak nakonec do-
stane spravnou vyslednou hodnotu 3 000 kg, ale pfi vypisu optimalni cesty
zpétnym chodem pomoci zaznamenanych pfedchtidcti dostaneme chybné
cestu A-X-Y-B (25 km), ackoliv cesta A-Y-B také umoziiuje projet vozi-
dlu o hmotnosti 3000 kg a je navic kratsi (15 km).
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Vidime, ze Dijkstrtav algoritmus se dvéma kritérii v tomto pripadé nelze
pouzit a k feSeni budeme muset pfistoupit jinym zptisobem. V prvni fazi
vrcholu B (ozna¢me ji V). Hodnotu V' ziskdme kterymkoliv ze zpiisobi
uvedenych v feSeni tlohy b). MiZzeme pouzit tieba vyse uvedenou modi-
fikaci Dijkstrova algoritmu, kde se misto sou¢td budou pocitat minima a
v kazdém kroku se bude uzavirat vrchol s dosud maximéalni, nikoliv mini-
malni docasnou hodnotou. Vysledkem této faze vypoctu je hmotnost V,
nebudeme zatim hledat prubéh cesty zpétnym chodem. Ve druhé fazi pak
chceme nalézt nejkratsi cestu vozidla o hmotnosti V' z mésta A do mésta B.
Pritom jiz vime, Ze takova cesta existuje. Z grafu muzeme vypustit vSechny
hrany s hmotnostnim limitem mensim nez V', tzn. nebudeme uvazovat ty
silnice, po nichz nesmi projet vozidlo této vahy. V takto upraveném grafu
najdeme nejkratsi cestu z A do B pouZitim standardniho Dijkstrova algo-
ritmu, tzn. stejné jako v feseni tlohy a).

ODbé faze vypoctu maji pii jednoduché implementaci s hodnotami uloze-
nymi v poli asymptotickou ¢asovou slozitost O(N?), vypusténi zakazanych
hran mezi obéma fazemi jisté zvladneme v ¢ase O(M), coz lze v grafu bez
multihran shora odhadnout také pomoci O(N?). Celkova ¢asova slozitost
celého Feseni je tudiz opét rovna O(N?).

Uloha e)

Dosud jsme neuvazovali moznost, ze by mezi nékterymi dvojicemi mést
vedlo vice silnic s riznymi parametry, tedy Ze by v grafu existovaly multi-
hrany. Pokud takovou moZnost pfipustime, v feseni tlohy a) se viibec nic
nezméni. Jedinym kritériem je zde pro nas délka zvolené cesty. Kdyby
mezi dvojici mést X, Y vedly dvé silnice riizné délky, delsi z nich se ve
vysledné cesté zcela jisté neuplatni. Kdyby takové dvé silnice XY mély
stejnou délku, pak staci uvazovat jednu libovolnou z nich. Problém multi-
hran tedy snadno vyresime jiz pfi ¢teni vstupnich dat, kdy si pro kazdou
dvojici mést zapamatujeme pouze jednu ze spojujicich silnic — vzdy tu
nejkratsi.

Stejnym zpisobem vyfesime pripadné multihrany také v tloze b). Zde
nas na silnicich zajimaji pouze omezeni hmotnosti vozidel. Z vice primych
silnic spojujicich dvojici mést X, Y stac¢i pfi hledani cesty co nejtézsiho
vozidla uvazovat pouze jednu — tu, ktera je nejvyhodnéjsi, ktera pripousti
co nejvétsi hmotnost projizdéjicich vozidel. VSechny ostatni silnice mizeme
opét vynechat jiz pfi ¢teni vstupnich dat.
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Podobné situace nastéava i pfi FeSeni tlohy c), v niZz pracujeme jiz se
dvéma vybérovymi kritérii. Prioritnim kritériem je zde pro nas délka zvo-
lené cesty. Proto stejné jako v tloze a) plati, Ze kdyby mezi dvojici mést
X, Y vedly dvé silnice rizné délky, delsi z nich se ve vysledné cesté zcela
jisté nepouzije. Pokud by takové dvé silnice mély stejnou délku, ale lisily
by se v omezeni hmotnosti vozidla, staci zase uvazovat jenom tu z nich,
ktera pripousti prijezd tézsiho vozidla. Problém multihran tak opét vyfe-
$ime pri ¢teni vstupnich dat, kdy si pro kazdou dvojici mést ulozime pouze
jednu nejvyhodnéjsi ze spojujicich hran (co nejkratsi, p¥ip. z vice takovych
tu s nejvyssim hmotnostnim limitem).

V tloze d) je ovSem situace odlisnd. Pokud mezi mésty X, Y vedou dvé
primé silnice, z nichz prvni umoznuje prevézt tézsi naklad, ale druha je
kratsi, nemiizeme predem vyloucit ani jednu z nich. Nyni ma pfi vybéru
cesty prednost maximalni povolend hmotnost vozidla, takze by se zdélo,
ze vzdy ddme piednost té prvni silnici. Hmotnostni omezeni platna na sil-
nicich v ostatnich ¢astech vysledné cesty mohou vSak zptsobit, ze stejné
nemuzeme z mésta A do mésta B Zadnym zpusobem dovézt tézsi naklad,
nez kolik pfipousti druhé z uvazovanych silnic mezi mésty X, Y. Pfitom
volba této druhé silnice povede k celkové kratsi cesté z A do B, takze sou-
¢asti optimalni cesty ve skutecnosti bude druhé silnice. Popsanou situaci
dobfe demonstruje jednoduchy piiklad uvedeny v feseni tlohy d). V tomto
pripadé se tedy nemizeme predem zbavit multihran jiz pfi ¢teni vstupnich
dat, jako jsme to udélali v predchozich tfech tlohdch. Musime si vSechny
primé silnice ulozit do vhodné datové struktury reprezentujici nasi silni¢ni
sit a pracovat s nimi p¥i hledani vysledné cesty. Vypustit bychom mohli
jediné takovou pfimou silnici mezi mésty X, Y, kterd by byla horsi z obou
uvazovanych hledisek ve srovnani s néjakou jinou pfimou silnici spojujici
mésta X, Y (tzn. zru$it mizeme pouze takovou silnici, kterd je delsi a
zéroven také povoluje prijjezd pouze pro lehéi vozidla).

Na zévér pro tuplnost dodejme, ze v ptivodni soutézni tiloze 47. ro¢niku
Matematické olympiddy kategorie P se fesila pouze jista varianta nasi pod-
tlohy d). Na silnicich se misto most nachézely tunely, které omezovaly
maximalni moznou vysku vozidel. To je ovSem zména pouze kosmeticka,
ktera na principu feseni viibec nic neméni. Druhou odlisnosti bylo, Ze ne-
byly zadany délky jednotlivych silnic. Misto hledani nejkratsi cesty pro
nejvyssi mozné vozidlo se hledala takova cesta, kudy nejvyssi mozné vo-
zidlo projede z vychoziho do cilového mésta pfes co nejmensi pocCet meést.
Hledanou cestu v neohodnoceném grafu tak bylo mozné ziskat prohledava-
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nim grafu do $itky, zatimco my jsme v nasi tloze pracovali s ohodnocenym
grafem a vyuzili jsme proto Dijkstruv algoritmus. Zadani i feseni ptivodni
soutézni tlohy uvadi internetovy archiv tloh MO kat. P uloZeny na adrese
[4] a podrobnéji ho popisuje ¢lanek [1].
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Jak pocital prvni
programovatelny pocitac?

INGRID NAGYOVA
Pedagogicka fakulta OU, Ostrava

Prvenstvi v konstrukci programovatelného pocitace je prisuzovano né-
meckému inzenyrovi Konradovi Zuse, ktery v roce 1938 sestrojil prvni
elektromechanicky stroj. Tento stroj s ndzvem Z1 pracoval s ¢isly ve dvoj-
kové soustavé a byl ovladatelny pomoci programu zadavaného na dérné
pasce. Pocita¢ Z1 byl velmi poruchovy a proto nevhodny pro praktické
vyuziti. Odstartoval vsak vyvoj dalSich, daleko sofistikovanéjsich pocita-
cich stroju a vedl nakonec ke konstrukci pocitace tak, jak jej zname dnes.
Pocitace Konradda Zuse byly vyuzity ve valce a pfed koncem valky byly
zni¢eny pii naletu. Archiv praci Konrada Zuse Ize dnes najit i na internetu
[1]. K zdznamtim o konstrukei po¢itact se o nékolik desetileti pozdéji vratil
profesor Ratl Rojas, ktery ukazal, ze pocitace Z1 a Z3 jsou i pres absenci
podminénych skok® Turingovsky tplné. Zaméfil se také na rekonstrukci
poéitacich stroji Konrada Zuse [2]. Replika pocitace Z1 se dnes nachézi
v Technickém muzeu v Berliné. Panoramatickou vizualizaci pocitace a si-
mulaci vypocetniho procesu lze také sledovat na [3].
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