MATEMATIKA

O dukazech konkurentnosti
primek v roviné

Vojtéch Zlamal

Stiedni lesnicka $kola, Hranice

74ci na stiednich a zakladnich skoléch se p¥i feseni tloh matematickych
soutézi (napt. MO) mnohdy setkévaji s tkolem dokdzat, Ze tii nebo vice
pfimek v roviné se protind v jednom spole¢ném bodé (jsou konkurentni).
Jelikoz tato problematika neni v soucasnych stiedoskolskych ucebnicich
planimetrie obsazena v potfebné mire, klade si tento ¢lanek za cil sezna-
mit ¢tenédfe se zékladnimi syntetickymi metodami (postupy) feSeni tloh
uvedeného typu. Volné tak navazuje na dfive uvefejnény clanek v MFI
s nazvem Ctyri body na kruznici (viz [7]).

Je zfejmé, Ze ulohy, ve kterych se dokazuje konkurentnost ¢tyf nebo vice
primek, zpravidla prevadime na tlohy o konkurentnosti pravé tii primek,
a to nasledujici avahou: Chceme-li dokazat, ze napt. ¢tyfi dané piimky a,
b, ¢, d (po dvou riznobézné) se protinaji v jednom bodé, dokdZeme napt.
nejprve konkurentnost trojice pfimek a, b, ¢ a néasledné konkurentnost
trojice primek b, ¢, d. Odtud plyne, ze vSechny ¢tyfi piimky a, b, ¢, d
se protinaji v jednom spoleéném bodé, nebot prusecik P primek b, ¢ je
spoleénym priise¢ikem obou zvolenych trojic pfimek, tudiz je spolenym
prusecikem ¢tvefice danych pfimek a, b, ¢, d. (Analogicky lze postupovat
i v tlohach o konkurentnosti vice piimek.)

Cty¥i nize uvedené metody se budou zab§vat pouze problematikou kon-
kurentnosti t¥i pfimek v roviné, pficemz kazda z metod je doplnéna na-
zornou ukazkou jejiho vyuziti.

1. metoda (p¥imy thel)
Méjme rtiznobézky a, b, jejichz prisecik ozna¢me P, a body K, L,

které na danych pfimkach a, b nelezi (obr. la). DokdZeme-li, Ze lomend
¢ara K PL je ve skuteénosti Gseckou s vnitinim bodem P (napf. ovéfenim
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skutecnosti, ze thel K PL je pfimy, tj. X K PL| = 180°), pak bod P lezi
na piimce K L. Tim dokazeme, Ze pfimky a, b a KL jsou konkurentni.

b P
P

a K
Obr. la Obr. 1b

a K

Priklad 1

Strandm BC a C A daného trojihelniku ABC jsou vné piipsany ¢tverce
CBEF a ACGH. Dokazte, ze piimky AF, BG a HE se protinaji v jednom
spolecném bodé.

Reseni. Necht K je priise¢ikem ptimek AF a BG (obr. 2). Uvazujme tsecky
EK a HK. Dokazeme-li, Ze ithel EKH je primy, lezi bod K na piimce
HE a ptimky AF, BG a HE jsou konkurentni.

F

A B
Obr. 2

Jelikoz trojuhelniky AFC a GBC jsou shodné (dle véty sus), jsou thly
KAC a KGC shodné. Body A, K, C, G tedy lezi na jedné kruZnici.
Tato kruznice je jednoznacné urcena body A, C, G, jde tedy o kruznici
opsanou ¢tverci ACGH neboli o Thaletovu kruznici o prauméru HC'. Odtud
vyplyva, Ze [XCKH| = 90°. Analogicky dokéZeme, Ze |X EKC| = 90°.

Z rovnosti

IXEKH| = |XEKC|+ |XCKH| = 90° + 90° = 180°
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pak plyne, Ze bod K lezi na pfimce HFE, tedy pfimky AF', BG a HE jsou
konkurentni, coz jsme chtéli dokazat.

2. metoda (pruseéiky dvojic pFfimek)
Uvazujme primky a, b, ¢, které jsou po dvou ruznobézné. Oznac¢me P

prusecik primek a, b a ) prusecik primek b, c. Dokazeme-li, Ze body P a
Q jsou totozné, pak pfimky a, b, ¢ jsou konkurentni.

-
Obr. 3a Obr. 3b

Vhodnou ukazkou této metody je diitkaz konkurentnosti téznic v libo-
volném trojthelniku (viz [5]).

Priklad 2
Dokazte, ze té€znice v libovolném trojuhelniku se protinaji v jednom
bodé (t&zisti).

Reseni. Uvazujme stfedni piicky S,Sp, S.S. trojihelniku ABC (obr. 4a,
4b) a téznice AS,, BSy a CS.. Ozna¢me T; prusecik téZnic AS, a BSy,
Ts prusecik téznic AS, a CS..

C C

Sy S, Sa

A B A S, B
Obr. 4a Obr. 4b

Z vlastnosti stfedni pticky S, S, trojuhelniku ABC plyne

‘Sasbl _ ‘TlSa‘ :1
[AB| ATy 2

(obr. 4a)

a podobné i
|SaSC‘ _ |T2Sa| _ 1
[AC] ~ ATy 2

(obr. 4b).
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Vzhledem k tomu, Ze oba priseciky 77 i T3 jsou vnitini body tsecky
AS, a plati dale
|Tlsa| _ |T25a|
ATy |ATs|”

jsou body 717, Tb totozné. Vsechny t¥i téZnice tak prochéazeji tymz bodem.

Piiklad 3 (1. ¢esko-polsko-slovenska JMO, 2012)

Necht P je bod lezici uvniti trojuhelniku ABC' a nechf K, L, M jsou
body soumérné sdruzené s bodem P po fadé podle stfedd stran BC, C'A,
AB. Dokazte, ze primky AK, BL, CM se protinaji v jediném bodé.

Obr. 5

Reseni. Oznaéme D, E, F po fadé stiedy stran BC, CA, AB. Vzhledem
k tomu, ze body P a K jsou soumérné sdruzené podle stredu D, jsou
trojuhelniky BK D a C'PD shodné. Odtud plyne

|BK|=|PC| a BK| PC.
Obdobné pro body P a L plati
|AL| = |PC| a AL | PC.

Body A, B, K, L tak tvoii rovnobéznik (viz obr. 6a). Oznacime-li pri-
seCik jeho thlopricek @, z vlastnosti rovnobézniku vyplyva, ze

|AQ| = |QK].
Analogicky AMKC' je rovnobéznik (obr. 6b) a pro priseéik R jeho
uhlopticek plati
|AR| = |RK].
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Obr. 6a Obr. 6b

Jelikoz oba body @), R lezi na tseéce AK, plyne z vySe uvedenych
rovnosti, ze jsou totozné. P¥imky AK, BL, CM se tak protinaji v jednom
spolecném bodé. Tim je dukaz uzavien.

3. metoda (vyuZiti specidlnich polohovych vlastnosti)

K diikazu konkurentnosti pfimek je také mozné pouzit znamjch po-
lohovych vlastnosti v geometrii trojthelnikii. Reseni tlohy pak spociva
v transformaci zadanych prvka na vhodné prvky trojihelniku tak, ze z je-
jich polohovych vlastnosti vyplyne konkurentnost danych primek. Metody
zaloZzené na uvedené transformaci pak mohou vyuZivat napiiklad vlast-
nosti stfedu kruznice opsané, vepsané ¢i pripsané trojuhelniku, téznic a
tézisté trojuhelniku, vysek a ortocentra trojihelniku.

V nasledujici ukazce je vyuzito vlastnosti os vnitinich hlua trojahelniku
a stfedu kruznice vepsané.

Piiklad 4 (viz [4], str. 94)

V roviné je dan Sestitthelnik ABCDEF se shodnymi vnitfnimi thly.
Dokazte, ze osy jeho stran BC, DE a F' A se protinaji v jednom spoleéném
bodé.

Reseni. Oznaéme P pruseéik pfimek AB a CD, @ piimek CD a EF,
R piimek EF a AB (viz obr. 7). Vzhledem k tomu, Ze vSechny vnitini
thly Sestithelniku ABCDEF jsou shodné (jejich velikost je 120°), jsou
trojuhelniky BPC, DQFE, FRA a PQR rovnostranné.

Osa strany I'A Sestitthelniku je tak osou tthlu ARF' trojihelniku FFRA,
neboli osou thlu PRQ. Obdobné osy stran BC' a DFE jsou po fadé osami
thlid QPR a RQP. Ze znamého faktu, ze osy thl v trojihelniku se proti-
naji v jednom bodé (stfedu kruznice vepsané), vyplyva, ze také osy stran
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BC, DE a F' A daného Sestithelniku se protinaji v jednom spoleéném bodé,
coz jsme chtéli dokazat.

Obr. 7

Pozndmka 1. Analogicky lze dokéazat, ze také osy stran AB, CD, EF se
protinaji v jednom spole¢ném bodé.

4. metoda (vyuziti Cévovy véty)

Posledni prezentované feSeni se opird o tzv. Cévovu vétu. Vzhledem
k tomu, ze tato véta neni zminovana ve stfedoskolskych ucebnicich plani-
metrie, uvadime jeji znéni.

Véta (Cevova)

Necht X, Y, Z jsou po fadé vnitini body stran BC, CA, AB daného
trojuhelniku ABC. P¥imky AX, BY, CZ prochazeji jednim bodem, pravé
kdyz plati

|AZ| |BX| |CY|
|BZ| |CX| |AY|

Poznamka 2. Uvedend véta je vyznamnd (a pozoruhodnd) tim, Ze pouka-
zuje na ekvivalenci jisté polohové vlastnosti a metrické identity v troju-
helniku.

Priklad 5

Je dan trojuhelnik ABC. Oznacéme X, Y, Z po fadé body dotyku kruz-
nice vepsané trojihelniku ABC se stranami a, b, ¢ (pfi obvyklém znaceni).
Dokazte, ze primky AX, BY, C'Z se protinaji v jednom spole¢ném bodé.

Reseni. Jelikoz piimky AC, AB jsou te¢nami vedenymi (vn&jsim) bo-
dem A ke kruznici vepsané trojuhelniku ABC' s dotykovymi body Y, Z
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(viz obr. 8), plati |AY| = |[AZ|, a analogicky |BZ| = |BX]|, |CX| = |CY].
7Z uvedenych t¥i rovnosti plyne

|AZ| |BX| |CY| _

|BZ| |CX| |AY| 7

coZ na zakladé Cevovy véty dokazuje, ze ptimky AX, BY, CZ se protinaji
v jednom spoleéném bodé.

A B Obr. 8

Pozndmka 3. Prisecik pfimek AX, BY, CZ z ptikladu 5 se nazjva Gergon-
niv bod a znac¢ime ho G. Obdobné lze formulovat lohu o konkurentnosti
t¥i pfimek prochéazejicich vzdy vrcholem trojihelniku a bodem dotyku pii-
slusné kruznice vné pfipsané s protéjsi stranou k uvazovanému vrcholu.
Priisecik uvedenych piimek se pak nazyva Nageltiv bod a zna¢ime ho N.

Pro zdjemce o zkoumanou problematiku uvadime zavérem nékolik tloh
k procviceni.

Priklad 6
Dokazte, ze vysky trojihelniku se protinaji v jednom bodé.

Piiklad 7 (viz [4], str. 94)

V roviné je dan konvexni pétithelnik ABCDE se shodnymi vnitinimi
thly. Dokazte, Ze osy jeho stran BC, EA a osa thlu CDE se protinaji
v jednom spoleéném bodé.

Priklad 8 (66. MO, A-III-4)

Je dan ostrouhly trojthelnik ABC' s vyskou AD. Osy thla BAD, CAD
protinaji stranu BC po fadé v bodech F, F'. Kruznice opsané trojuhelniku
AEF protina strany AB, AC po fadé v bodech G, H. Dokazte, ze pfimky
FEH, FG, AD se protinaji v jednom bodé.
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Piiklad 9 (viz [1], str. 67)

Necht ABCD je dany ¢tyithelnik, v némz |BC| = |C D], pfi¢em? jeho
strany AB, C'D nejsou rovnobézné. Oznaéme M, N po fadé stiedy stran
BC a AD. Dokazté, ze osy usecek AB, M N a CD se protinaji v jednom
spole¢ném bodé.

Piiklad 10 (viz [2], str. 62)

Necht jsou A;, B; a C; po fadé stfedy kruznicovych obloukt BC, C' A,
AB kruznice opsané trojihelniku ABC' (neobsahujicich po fadé body A,
B, C) anecht jsou Ay, By a Cy body dotyku kruznice vepsané trojihelniku
ABC po tadé se stranami BC, C A, AB. Dokazte, ze pfimky A; Ay, B1 Ba,
C1C5 se protinaji v jednom bodé.

Priklad 11

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' se stranami a, b, ¢ dle obvyklého
znaceni. Oznaéme X patu vysky na stranu a. Necht K, L jsou po fadé
body stran b, ¢ takové, ze vyska AX piuli thel K X L. Pomoci Cévovy véty
dokazte, ze primky AX, BK a CL se protinaji v jednom bodé.
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