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V ¢lanku [3] sme sa zoberali pravidelnostami a symetriami pri konstruk-
cidch magickych stvorcov. V tomto prispevku sa budeme zaoberat prirod-
zenym zovseobecnenim magického Stvorca v priestore, magickou kockou.
Zamyslime sa nad moZnostami pouZit analdgie algoritmov pre konstrukciu
magickych stvorcov na konstrukciu magickych kociek.

Magické kocky

Definicia
Magickd kocka rddu n je 3-rozmerné tabulka n X n x n, ktord obsahuje
vietky prirodzené ¢&isla 1,2,...,n3 tak, ze sudet ¢isel v kazdom riadku,

stipci, trame (pozri obr. 1) a na $tyroch hlavnych diagonalach je rovny
konstante, ktorti nazyvame magické cislo.
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Obr. 1 Magicka kocka radu 3
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Uloha 1

Do kocky na obrazku 1 doplnte chybajuce ¢isla tak, aby vznikla magicka
kocka.

Uloha je zamerané na osvojenie definicie magickej kocky, rozvija pries-
torovi predstavivost a kombinatorické myslenie ziakov. Magickt kocku
je mozné reprezentovat v tabulkovom kalkuldtore viacerymi sposobmi
— mozna reprezentacia kocky je na obr. 2.
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Obr. 2 Reprezentédcia magickej kocky v tabulkovom kalkuldtore (v lavej casti ob-

razka je zadanie ulohy a v pravej rieSenie)

Ind moZnost ako reprezentovat magickti kocku radu n v tabulkovom
kalkulatore je zakreslif jednotlivé vrstvy na n pracovngch harkoch. Hibka
trojrozmernej tabulky je potom vyjadrend po¢tom pracovnych harkov. Ta-
kato reprezentdcia umoznuje rychlejSie sa zorientovat v tom, ktoré prvky
v trdme ,,patria k sebe“ a pre niektorych Zziakov moZe byt nézornejsia.
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Uloha 2
Aké je magické ¢islo magickej kocky radu n?

Postup pri odvodeni vztahu pre magické ¢islo magickej kocky je analo-
gicky ako postup pri odvodeni magického éisla magického Stvorca (pozri
tlohu 3 v [3]). Vysledok je %(n® 4 1).

Uloha 3

Porozmyslajte, ¢i sa da algoritmus na konstrukciu magického Stvorca
formulovany v Gvode ¢lanku [3] upravit a pouzif na konstrukciu magickej
kocky rddu n, kde n je ¢islo delitelné Styrmi.

Ziaci mézu navrhovat modifikicie algoritmu a hned ich skusat v tabu-

Ikovom kalkuldtore. Modifikovany algoritmus moze vyzerat nasledovne:
Kocku si rovinami rovnobeznymi so stenami kocky a prechadzajicimi

stredom kocky rozdelime na osem zhodnych kociek radu 3.

1. Policka v niektorej ,malej* kocke zafarbime striedavo dvomi farbami,
tak aby ziadne dve susedné policka nemali rovnaka farbu. Policka
v ostatnych ,malych“ kockadch zafarbime tak, aby zafarbenie celej
kocky bolo stimerné podla troch rovin stmernosti kocky, ktoré su
rovnobezné so stenami kocky a prechddzaja stredom kocky.

2. Do poli¢ok kocky vpiseme postupne zlava doprava, zhora dole a spredu
dozadu éisla 1,2,3,...,n3.

3. Navzajom medzi sebou vymenime ¢isla v polickach jednej farby, ktoré
st stimerné podla stredu kocky. Napriklad ¢éislo 1 vymenime s ¢islom

ns.

Na obrazku 3 je konstrukcia magickej kocky rddu 4. V Tavej éasti ob-
rézka st vrstvy 3-rozmernej tabulky s postupne vpisanymi ¢islami a s vy-
znacenymi polickami, v ktorych budeme ¢isla vymienat. V pravej ¢asti
obréazka je magickd kocka radu 4.

Ziaci si moézu vSimnat, ze na diagonalach sa zmeni iba poloha ¢isel.
Nasledne mozu vyskusat, ¢i podobne ako pri algoritme na konsStrukciu
magického $tvorca, mdzeme zmenit sposob vymieniania ¢isel. Na obr. 4 je
1. vrstva magickej kocky radu 8, ktora bola vytvorena inym sposobom.
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Obr. 3 Konstrukcia magickej kocky radu 4

Je vhodné prediskutovat so ziakmi preco algoritmus funguje, aké stucty
vymenami ,vyrovnavame.

Matematika — fyzika — informatika 22 2013 28



1 2 | 510 | 509 | 508 | 507 | 7 Ll 2052

9 10 | 502 | 501 | 500 | 499 | 15 If 2052
496 | 495 | 19 | 20 | 21 22 | 490 | 489 [iikpi
488 | 487 | 27 | 28 | 29 | 30 | 482 | 481 [plkw
480 | 479 | 35 | 36 | 37 | 38 | 474 | 473 pelise
472 | 471 | 43 | 44 | 45 | 46 | 466 | 465 |plikw
49 | 50 | 462 | 461 | 460 | 459 | 55 | 56 [Plisw
57 | 58 | 454 | 453 | 452 | 451 | 63 | 64 [|wiikrs

Obr. 4 1. vrstva magickej kocky radu 8

Uloha 4

Dokazte, ze algoritmus, ktory ste formulovali mdZzeme pouzif pre kon-
strukciu magickych kociek rdadu n, kde n je ¢islo delitelné ¢islom 4.

Budeme dokazovat postup formulovany za tilohou 3. Dokaz je podobny
ako dokaz v tlohe 9 v [3], preto uvedieme len jeho cast: Ak si prvok
tabulky, ktory je v i-tom riadku, v j-tom stlpci a v k-tom trame oznaéime
ako m(i, j, k) (pozri tiez obrazok 5), 1 < i, k < n tak:

e riadok — obsahuje n-ticu ¢isel m(s, j, 1), m(i,,2),...,m(i, j,n), kde
1<4,5 <n,

e stipec — obsahuje n-ticu &isel m(i, 1, k), m(i,2,k),...,m(i,n, k), kde
1<, k<n,

e trdm — obsahuje n-ticu ¢isel m(1, 4, k), m(2,5,k),...,m(n,j, k), kde
1<j, k<n.

Méme dokazat, Ze na zdklade uvedeného algoritmu dostaneme magicka
kocku. To znamend, %e obsahuje vsetky prirodzené &isla 1,2,3,...,n3,
a 7e sucet Cisel v kazdom riadku, stipci, trame a na vsetkych Styroch
diagonélach je magické ¢islo magickej kocky radu n, teda ¢islo %(n?’ +1).
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Obr. 5: Oznacenie prvkov v magickej kocke

Z bodu 2 algoritmu vyplyva, Ze naSa kocka bude obsahovaf vSetky
prirodzené ¢isla od 1 do n3. Do politka m(i,j,k), 1 < i, j,k < n teda
vkladdme ¢islo (i — 1)n? 4+ (j — 1)n + k. Podla bodu 3 algoritmu é&isla,
ktoré boli napisané do poli¢ok jednej farby nahradime ¢islami, ktoré sa
v polickach stredovo stmernych podla stredu kocky. Teda éislo v policku
m(i, j, k) nahradime ¢&islom v policku m(n —i+ 1,n —j+ 1,n — k+ 1).
V policku m(i, j, k) bude teraz &slo (n —i)n> + (n — j)n +n — k + 1.

Uvazujme sucet Cisel v tramoch kocky. S¢itajme po dvojiciach tie ¢isla
m(i,j, k) a m(i*, 4, k), ktoré st v polickach stredovo stumernych podla
roviny simernosti, ktord je rovnobezna s prednou stenou kocky. Z kon-
Strukcie vyplyva, ze obidve ¢isla budd bud v tvare (i — 1)n? + (j — 1)n+k,
resp. (i* — 1)n? + (j — 1)n + k alebo v tvare

(n—i)n* 4+ (n—jn+n—k+1, resp. (n—i*)n>+(n—jn+n—k+1.
Dvojic prvého aj druhého typu bude %. Navyse zo stimernosti podla spo-
minanej roviny vyplyva, ze stcet ¢ +¢* =n + 1.

Dalej plati:

[(n=1)n2+(i = 1)n+k]+[(* =1)n®+(j—1)n+k] = n®(n—1)+2n(j—1)+2k.
(n—in*+n—j)n+n—k+1]+[(n—i)n*+n—jn+n—k+1] =
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=n(n—1)+2n(n—j)+2(n —k+1).

Stcet cisel v tramoch kocky je teda:

[n®(n — 1)+ 2n(j — 1) + 2k +

~1 3

+% [n2(n — 1) + 2n(n — j) + 2(n — k + 1)] = g(n?’ +1).
Podobne by sme ukazali, ze sucet &isel v stipcoch, v riadkoch a na diago-
nélach kocky je rovny 2 (n® 4 1).

Na zaver si ziaci mozu vyskusat, ¢i sa podobny postup ako pre magické
Stvorce parneho rddu nedelitelného $tyrmi, d4 pouzit aj pre magické kocky
tychto radov. (V tomto pripade to mozné nie je. Oddvodnenie preco je to
tak prenechdvame na Citatela.) Postup na konstrukciu magickych kociek
vBetkych radov najde citatel v [5].

ZAver

Riesenie 1uloh a problémov formulovanych v tomto ¢lanku a v ¢lanku
[3] poskytuje ucitelovi moznost pre opakovanie algebraickych a geomet-
rickych zruénosti v novom kontexte, rozvija sa priestorova predstavivost
ziakov, schopnost reprezentacie, induktivne a deduktivne myslenie Ziakov.
Ziaci objavuju pravidelnosti, pracuji so symetriami v novom kontexte.
Jednotlivé tlohy navadzaju ziakov k systematickému skiimaniu a zapis
rieSenia tlohy ich vedie k dokumentécii svojho sktimania. V ¢lanku [3] a
v tomto ¢lanku uvedené tlohy boli riesené so ziakmi nadanymi pre mate-
matiku v rdmci matematického kruzku.
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