Priloha Casopisu
MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA
Ro¢nik 27 (2018), ¢islo 3

Ulohy 1. kola (domaéci ¢4st)
68. ro¢niku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A
A-1-1
O posloupnosti (a,)22; vime, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati
2

n

a2 —4a, +6

a
an+1 =

a) Najdéte v8echny hodnoty ay, pro které je tato posloupnost konstantni.
b) Necht a; = 5. Uréete nejvétsi celé ¢islo nepfevysujici agps.
(Vojtech Balint)
A-T1-2
Je dan ostrothly trojuhelnik ABC'. Oznac¢me D patu vysky z vrcholu A
a D1, D5 obrazy bodu D v osovych soumérnostech po radé podle piimek
AB, AC. Déle ozna¢me F; a E5 body na pfimce BC takové, ze D1 F; || AB
a DyFEs || AC. Dokazte, ze body D1, Da, E1, Es leZi na téze kruznici, jejiz
stfed lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.
(Patrik Bak)
A-1-3
Najdéte vsechna nezaporna celd ¢isla m, n, pro néz plati

|4m? —n" Tl < 3.
(Tomds Jurik)
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A-T1-4
Je dana mnozina M pfirozenych ¢isel s n prvky, kde n je liché ¢islo vétsi
nez jedna. Dokazte, Ze pocet uspofadanych dvojic (p,q) riznych prvka
z M takovych, ze aritmeticky primér cisel p, q je prvkem M, je nejvyse
3(n—1)2
(Martin Pandk, Patrik Bak)

A-1-5
Sestrojte trojuhelnik ABC, znate-li jeho obvod o, polomér p kruznice
pfipsané ke strané BC' a velikost vysky v na tuto stranu. Provedte diskusi

v zavislosti na danych délkach.
(Patrik Bak)

A-1-6

Na hraci desce je nakreslen pravidelny n-tthelnik s jednim vrcholem vy-
znacenym jako past. Tom a Jerry hraji nasledujici hru. Na pocéatku Jerry
postavi figurku na néktery vrchol n-thelniku. V kazdém kroku pak Tom
fekne néjaké prirozené Cislo a Jerry posune figurku o tento pocet vrchola
podle své volby bud ve sméru, anebo proti sméru chodu hodinovych ru-
¢icek. Najdéte vsechna n > 3, pfi kterych mize Jerry tahat figurkou tak,
aby nikdy neskonéila v pasti. Jak se zméni odpovéd, kdyz je Tom k desce
otocen zady, zna jen dané n a nevidi, kam Jerry figurku na poc¢atku postavi

ani kam s ni v jednotlivych krocich tahne?
(Pavel Caldbek)

KATEGORIE B

B-I-1
Najdéte vSechna osmimistna ¢isla takova, z nichz po vyskrtnuti nékteré
¢tvefice sousednich cislic dostaneme Ctyfmistné cislo, které je 2019krat

mensi.
(Pavel Caldbek)

B-1-2
V trojthelniku ABC s pravym thlem pii vrcholu A plati |[AB| = 4
a |AC| = 3. Oznacme M stied pfepony BC' a N prisecik osy vnitiniho
ahlu u vrecholu B s odvésnou AC. Useéky AM a BN se protnou v bodgé,
ktery ozna¢ime K. Vypoctéte pomér obsaht trojuhelniku BAK a Ctyi-

thelniku CNK M.

(Patrik Bak)
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B-1-3
Upravou pfirozeného ¢isla nazveme nasledujici operaci: je-li ¢islo sudé,
vydélime je dvéma; je-li liché, pfipoc¢teme k nému ¢islo 1.

a) Dokazte, ze z libovolného pfirozeného ¢isla dostaneme po nékolika
upravach ¢islo 1.

b) Pro které z ¢isel 1, 2, ..., 10° budeme potfebovat nejvétsi pocet tiprav,
nez ziskdme ¢islo 17

(Jdn Mazdk)

B-I4
Pro nezaporné realnd &isla a, b plati a? + b? = 1. Uréete nejmensi i nej-
vét$l moznou hodnotu vyrazu

a4+ vt +ab+1

V:
a+b

(Patrik Bak, Jaromir Simsa)

B-I-5
Necht ABCD je konvexni étyfthelnik, v némz AD 1 BD. Ozna¢me
M priisecik jeho thlopficek a sestrojme kolmy prtimét P bodu M na
primku AB a kolmy prumét (Q bodu B na piimku AC. Dokazte, ze bod M
je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku PQD.
(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

B-1-6
Kone¢nou mnozinu prirozenych ¢isel nazveme péeknou, jestlize k vypisu
téchto cisel v desitkové soustavé potfebujeme sudy pocet kazdé ze zastou-
penych éislic. Péknymi mnozinami jsou napt. {11,13,31}, {10,100,110}
a také prazdnd mnozina. Urcete, kolik je vSech péknych podmnozin mno-
Ziny {1,2,...,2018}.
(Patrik Bak)

KATEGORIE C
C-I-1
Nezndmé ¢islo je délitelné pravé ¢tyimi éisly z mnoZiny {6, 15,20, 21, 70}.

Urcete, kterymi.
(Michal Rolinek)
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C-1-2
Uvnitt strany AB trojihelniku ABC jsou dany body D a FE tak, ze

|AD| = |DE| = |EB|.

Body A a B jsou po fadé stfedy tsecek CF a C'G. Pfimka CD protina
pfimku FB v bodé I a pfimka C'E protina pfimku AG v bodé J. Dokazte,
ze prusecik piimek AI a BJ leZi na pfimce F'G.

(Pavel Caldbek)

C-I-3
Necht a, b, ¢ jsou kladné realna &isla, jejichz soudet je 3, a kazdé z nich
je nejvyse 2. Dokazte, Ze plati nerovnost

a? 4+ b2 + ¢ + 3abe < 9.

(Patrik Bak)

C-I-4
Kazdé pole tabulky 2 x 13 obarvime pravé jednou ze ¢tyt barev. Kolika
zplsoby to lze provést tak, aby zddna dvé sousedni pole nebyla obarvena
stejnou barvou? (Za sousedni povazujeme prévé ta pole tabulky, kterd maji
spoleénou stranu.)
(Jaroslav Svréek)

C-I-5
Necht «, 3, v, 4, €, , ¥, w znadéi po fadé velikosti vnitinich Ghld pii vr-
cholech A, B, C, D, E, F, G, H konvexniho osmithelniku ABCDEFGH,
v ném? plati
at+f=y+d=c+p=1¢+w.

Oznacme dale K, L, M, N po fadé stfedy uhlopficek AD, CF, FH, GB.
Dokazte, ze piimky KM a LN jsou navzajem kolmé.
(Josef Tkadlec)

C-I-6
Najdéte vsechna trojmistna ¢isla n s tfemi rdznymi nenulovymi ¢isli-
cemi, kterd jsou délitelna souctem vSech t¥i dvojmistnych ¢isel, jez dosta-
neme, kdyz v pivodnim ¢isle vyskrtneme vzdy jednu ¢islici.
(Jaromir Simsa)

P-4 Matematika — fyzika — informatika 27 2018



