MATEMATIKA

Thébaulttiv problém 3887

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Francouz Victor Michael Jean-Marie Thébault (1882-1960) byl ptivodné
uCitelem matematiky. V roce 1910 zménil zaméstnani, protoze mél jiz Sest
déti a ucitelsky plat na zajisténi rodiny nestacil. Vypracoval se na inspek-
tora pojistovny a ve volném c¢ase se vénoval hlavné elementarni geometrii
a teorii ¢isel. Ziskal velkou popularitu mezi matematiky. V riznych caso-
pisech publikoval vice nez 1000 problémi, z toho asi 600 v The American
Mathematical Monthly (déle jen Monthly). Tam mu v roce 1938 zvefejnili
jeho tdajné nejslavnéjsi problém ¢. 3887, jemuz je vénovan tento ¢lanek.

Obr. 1 Tlustrace k problému 3887

Problém 3887 (Upraveny preklad z ¢asopisu Monthly.)

Uvniti strany BC' trojuhelniku ABC' je zvolen bod M. KruZnice
h1(O1;71) a ha(O2;1ra) vepsané do thli AMB a AMC maji vnitini do-
tyk s kruznici trojihelniku opsanou (obr. 1). Je-li ¢ velikost thlu AMC' a
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v(I; p) kruznice trojuhelniku vepsané, pak ptimka O, Os prochézi bodem I,

1021 2 P
=tg° — 1
o~ ® 3 (1)
a
1+ 1o = p?sec? % (2)

Poznamenejme, ze vztah (2) je zfejmé nepravdivy (nevyhovuje ani roz-
mérové). Resitelé problému jej pozdéji nahradili spravnym vztahem
29 _

rq sin? % + 7ro cos 5 p. (3)

Je zarazejici, ze Thébaultovo tvrzeni o kolinedrnosti bodi O1, O2 a I
tvori ¢ast obecnéjsi véty kterou v témze ¢asopise dokazal japonec Y. Sawa-
yama [3] o 33 let diive. Tiistrankovy ¢lanek né&jakého instruktora Ustfedni
vojenské skoly v Tokiu ¢tenafe pravdépodobné nezaujal a brzy se na n€j
zapomnélo.

Sawayama se zabyval mnozinou osmi kruznic, které se dotykaji dané
kruznice k a jejich seen p a ¢ s prusefikem uvnité kruznice (obr. 2).
Dokazal, ze pro libovolny ze ¢ty moznych trojuhelniki, jejichz vrcholy
lezi v prisecicich kruznice se se¢nami, 1ze kruznice mnoziny rozdélit do
¢tyt dvojic tak, ze v kazdé dvojici se stfednd a primky prochazejici body
dotyku primek p, ¢ s kazdou z obou kruznic protinaji ve stfedu kruznice
bud vepsané, nebo pripsané zvolenému trojuhelniku.

Na obr. 2 vidime jednu z moZnych situaci. Zvolen je trojuhelnik ABC,
piislusné kruhy maji v kazdé dvojici stejnou barvu. Zluté kruhy odpovidaji
situaci z Thébaultova problému.

Co se tykad reakce matematikti na Thébaultiv problém, neni znamo
zadné feseni z obdobi let 1938 az 1972. V roce 1962 pripomnél Thébauliav
problém C. S. Ogilvy v publikaci Matematika zitrka, nevyresené problémy
pro amatéry. Zminil zde, Ze tloha je mimofadné obtizna, avSak ziejmé
feSitelna elementarnimi metodami. Teprve po prekladu knihy do némciny
(1969) a jejim druhém vydani v anglictiné (1972) se zac¢inaji objevovat
prvni publikované prispévky k problému.

Holandsti matematici, H. Streefkerk, B. C. Dijkstra-Kluyver a G. R. Veld-
kamp uvedli v letech 1973 a 1974 nékolik riiznych feseni v casopise Nieuw
Tijdschrift voor Wiskunde. Jejich prace nepronikly za hranice Holandska.
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Obr. 2 Sawayamovy kruznice

Jako prvni poslal své feseni do Monthly B. J. English v roce 1975. To
se vSak nékde v redakci ztratilo a bylo otisténo az v roce 2003. Veslo se na
dvé stranky.

Prvni feSeni zminéné v Monthly [4] je z roku 1983 a pochézi od K. V. Tay-
lora. Udajné ma rozsah 24 stranek. Pivodni pifspévek viak editor ¢asopisu
s omluvou autorovi zredukoval na ptl stranky, takze se z toho ¢tenar moc
nedozvi. Povést o obtiznosti diikazu nyni jiz Thébaultovy véty vzrostla a
nasledovala fada dalsich pfispévka.
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Na existenci Sawayamova ¢lanku [3] upozornil roku 2003 Jean-Luis
Ayme [1] po zpFistupnéni prvnich roénikt Monthly na JSTOR. Od té
doby se prosazuje nazev Sawayamova—Thébaultova véta.

Tvrzeni o kolinearnosti boda O;, O2 a I mzeme pokladat za dusledek
nékolika geometrickych vét, s nimiz se nyni sezndmime. Prvni tfi z nich
pripominaji zédkladni poznatky. Protoze budeme pracovat s tthly v kruznici,
upfesnime nejprve nékteré pojmy.

Body A, B kruznice k urcuji dva oblouky. V zajmu jednozna¢nosti bu-
deme rozlisSovat oblouk AB od oblouku BA. Prvni z nich je uréen pohybem
po kruznici od A k B druhy pohybem od B k A. Pfitom oba pohyby jsou
proti sméru pohybu hodinovych rucicek. Velikost orientovaného stfedového
thlu AOB budeme nazyvat whlovd velikost oblouku AB a znadit wap.

Obr. 3 Véta o thlu secen

Véta 1 (o uhlu seden)
Necht AC a BD jsou seény z bodu M ke kruznici k a ¢ = [XAMB|.
Pak pro kazdou ze situaci zndzornénych na obr. 3 plati
2¢ = |wAB—|—wCD|. (4)

Diikaz. St¥edem O kruznice k vedme tétivy VY || AC a XZ || BD (obr. 4).
Plati Wyx = Wyz = @, Wpz = WXB & WyA = WCy, nebot oblouky
ohranic¢ené rovnobéznymi seCnami jsou shodné. Odtud

Wpy tWyz =wWxA+wWap & Wyx +WxaA =WwWep + Wpy-
Sec¢tenim obou rovnosti obdrzime wy z + wyx = wap + wep a odtud (3).

Pozndamka. Umisténim secen tak, aby platilo C' = D = M € k, dostaneme
vétu o obvodovych thlech:

2¢ = |wasl. (5)
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Obr. 4 K dikazu véty o thlu secen

Véta 2 (Euler)
Je-1i L pruseéik osy vnitiniho tthlu AC B libovolného trojihelniku ABC
s opsanou kruznici a I stred vepsané kruznice, pak

|AL| = |BL| = |IL|. (6)

Obr. 5 K dukazu véty 2

Diikaz. Necht osa thlu BAC protind opsanou kruznici v bodé N (obr. 5).
Pomoci (5) snadno zjistime way, = wrp = v a wpy = wye = . Ze
shodnosti oblouktt AL a LB plyne prvni z dokazovanych rovnosti.

K dtkazu druhé staéi ukézat, ze |[ALAI| = |XAIL|. To vSak plyne
z aplikace vztahu (4) na dvojice tétiv LA, NA a AN, LC:

2] LAI| = 2|4 LAN| = |wrp +wpn| =7+ = |war, +wne| = 2|X ATL).
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Véta 3 (zobecnéni Eukleidovy véty o odvésné)

Necht m4 kruznice n vnitini dotyk s kruznici m v bodé T a tétiva BC
kruznice m se dotyka kruznice n v bodé @Q (obr. 6). Je-li D # T prusecik
kruznice m s ptimkou T'Q, pak plati

|DBJ* = |DT| - |DQ). (7)

Obr. 6 K dukazu véty 3

Diikaz. Stejnolehlost se stfedem T, jez prevadi kruznici n na kruznici m,
zobrazi teénu BC' kruznice n na teénu t kruznice m, pfi¢emz ¢ | BC. Bod
D je obrazem bodu Q. Je tedy bodem dotyku kruznice m s pfimkou ¢ a
proto i stfedem oblouku BC. Shodnym obloukim DC' a BD odpovidaji
shodné tétivy i shodné obvodové thly DBC, BCD a BT D (obr. 6). Troj-
thelniky BD@Q a T'DB maji navic spoleény thel pfi vrcholu D. Z jejich
podobnosti podle véty uu plyne % = % a odtud (7).

Pozndmka. Za predpokladu [ DBQ| = | BT D| plati vztah (7) pro kazdy
trojuhelnik BDT s bodem @ uvnitt strany DT (obr. 7 vpravo). Mé-li tento
trojuhelnik pravy thel pfi vrcholu B, je bod @ patou jeho vysky a vztah
vyjadiuje Eukleidovu vétu o odvésné.

Véta 4

Uvnitt strany BC' libovolného trojthelniku ABC' je zvolen bod M a
do thlu AMC vepsana kruznice h tak, ze ma vnitini dotyk 7' s kruz-
nici k& opsanou trojihelniku ABC'. Stfed kruznice trojuhelniku vepsané
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oznac¢me I. Kruznice h se dotyka tisecky M B v bodé @ a protina tsecku Q1
v bodé P. Pak plati:

a) Ctytahelnik ATPI je tétivovy,

b) P je bodem dotyku kruznice h s pfimkou AM.

Obr. 7 K dikazu véty 4

Diikaz
a) Stejnolehlost se stfedem T, jez prevadi kruznici h na kruZnici k,
zobrazi oblouk T'Q na oblouk T'L (obr. 6). Obvodové thly QPT a LAT
jsou proto shodné a plati [LTAT| + [XTPI| = [XQPT|+ |XTPI| = 180°.
Ctyithelnik AT PI je tétivovy.
b) Uzitim (7) a (6) zjistime |LI|? = |LQ)| - |LT|, neboli
L1 |LQ|
|LT|  |LI|"
Trojuhelniky LQI a LIT jsou podle véty sus podobné (shoduji se v thlu
pfi vrcholu L a poméru piilehlych stran). Maji tedy shodné vngjsi hly
TQI a TIA. I obvodové thly TIA a T PA jsou shodné.
Z rovnosti [XTQP| = |XTQI| = |[XTPA| pak plyne, ze AM je te¢na
ke kruznici h.

Vétu 4 1ze analogicky vyslovit a dokéazat i pro vnéjsi dotyk kruznic h, k.
Stfed kruZnice vepsané je ovSsem nutno nahradit stfedem nékteré z pri-
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psanych kruznic. Dokonce ji lze zformulovat a dokazat pro situace, kdy
bod M lezi vné trojihelniku na prodlouzené strané BC. (Nékteré z nich
znazoriuje obr. 8.)

Obr. 8 Sawayamovo lemma, vnéjsi situace

Sawayama vySetfil vSechny tyto situace metodami podobnymi nasemu
postupu. Vysledek lze shrnout do véty 5, kterou uvadime jako ekvivalenci.
(Platnost obrécené implikace je dtisledkem faktu, z faktu, ze vSechny kruz-
nice vepsané do daného thlu maji tétivy s krajnimi body v bodech dotyku
kruZnice s rameny uhlu navzajem rovnobézné.)

Véta 5 (Sawayamovo lemma).

Necht je dan trojuhelnik ABC' s bodem M na pfimce BC riznym od
vrcholt B a C. Kruznice, ktera se dotyka piimek AM a BC' v bodech P
a @, ma dotyk s kruznici opsanou trojuhelniku ABC, pravé kdyz primka
PQ prochéazi stfedem kruznice trojihelniku bud vepsané, nebo pfipsané.

Véta 6

Maji-li kruznice hi(O1;7r1) a ha(Os; r2) spoleénou vnitini teénu p s body
dotyku A; a Ay a vnéjsi teénu ¢ s body dotyku By a Bs, pak se pfimky
A1 B1, A3Bs, a 010, protinaji v jediném bodé.

Diikaz. P¥imky VO; a VO3 jsou navzajem kolmé, nebot to jsou osy rtizno-
bézek p, ¢q. Snadno nahlédneme, ze A1B; 1. VO, a A3By 1 VOs. PFimky
A1 By a A3Bs tedy sviraji pravy thel a jejich prusecik K lezi v pruniku
Thaletovych kruznic m a n s praméry A; As a By Bs.

Necht L je druhy prisec¢ik kruznic m a n. Pfimka K L je jejich chordéla.
Stfed O, kruznice hy na ni lezi, protoze mé stejnou mocnost 73 od obou
kruznic. Analogicky zdavodnime, Ze i bod O; lezi na pfimce K L.
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Obr. 9 K dukazu véty 6

Reseni problému 3887

Oznacme s; (i € {1,2}) tu seénu kruznice h;, kterd prochazi body
dotyku s jejimi te¢nami z bodu M (obr. 10. Prise¢ikem piimek s; a sq je
podle véty 5 bod I. Podle véty 6 lezi tento prusecik i na stfedné O10s.
Body O;, Os a I jsou tedy kolinearni.

K dikazu trigonometrickych vztahi pouzijeme obr. 10, kde J je prusecik
primek s; a O1 M, bod F prusecik piimek s a O3 M. Paty kolmic z bodu
O1, J, I, F a O na ptimku BC jsou po tfadé T, K, T, G aTy; |TI| =p
a |0;T;| = r;. Z pFedchozich vysledku plyne, Ze JM FI je pravouhelnik a
ze vSechny 1hly vyznacené na obrazku maji velikost Z.

Diikaz vztahu (1). Z pravouhlych trojuhelnikt T4 IT a IT>T plyne

T \nT] |IT) T LT (0]

tg® - =tg - - tg

29 _ P
2 2

e |{T| |IT| _ |IT| _ |01
2

nebot rovnobézné promitani zachovava poméry délek na pfimce.

Diikaz rovnosti (3). Z podobngch pravothlych trojihelnika T7JK a
01T, J dostavame

|JK| = |T1J| sin 2 — 71 sin? L
2 2
Z trojuhelniktt FT3G a T,O-F pak analogicky plyne |FG| = r; cos® .
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Obr. 10 K dikazu problému 3887

Soumeérnost podle stiedu S pravothelniku IJMF' zobrazuje bod J na
bod F' a use¢ku MT; na tse¢ku IE || BC. Trojuhelnik K JT) zobrazuje
na trojuhelnik DF E. Plati tedy

p=|IT| = |DG| = |DF| + |FG| = |JK| + |FG| = 1 sin? % + 1 cos? %.

Zavér

Prispévek vznikl z autorovy prednasky na Soustfedéni nejlepsich rfesi-
telt 65. roéniku MO (Janské Lazné, 2016). Lze jej vyuzit pro praci s ma-
tematickymi talenty na st¥edni skole.

Tak zvana Sawayamova—Thébaultova véta tvori jen ¢ast toho, co uvedl
Sawayama. Pridané trigonometrické vztahy lze povazovat za pouhy dopl-
nék k zasadnimu poznatku, kolinearité boda Oy, Os a I.

Sawayamiv vysledek je obecnéjsi, tyka se i kruznic s vnéjsimi dotyky
a nevaze se na jediny trojuhelnik. Mél by se formulovat samostatné jako

Sawayamova véta, jejimz disledkem je napiiklad Feuerbachova véta. K této
problematice se vratime v né€kterém z ptistich ¢isel casopisu.
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O jedné tloze z AIME

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice — Uniwersytet Pedagogiczny, Krakéw

Ve Spojenych statech americkych existuje nepfeberné mnozstvi nej-
USAMO (matematickd olympidda Spojnych stéti), jejiz nejuspésnéjsi fe-
sitelé reprezentuji USA na mezinarodni matematické olympiadé. USAMO
je organizovana v nékolika kvalifika¢nich kolech s rostouci obtiznosti (napf.
v roce 2013 se z pocatec¢nich 350 000 fesitela kvalifikovalo do finalové ¢asti
jen 264 nejlepsich). Ve druhém kole (oznacovaném jako AIME — American
Invitational Mathematics Examination) fesi studenti 15 tloh béhem tii
hodin z nejriiznéjsich témat stiedoskolské matematiky. Reseni problémii
v tomto kole jiz vyzaduje nejenom ,kreativni“ uziti matematickych zna-
losti, ale i znacnou obratnost, nebot studenti maji na FeSeni jedné tlohy
v pruméru 12 minut. Pravidelné se objevuji i ilohy z po¢tu pravdépodob-
nosti, které vzdy patii k tém obtiznéj$im a ¢asové narocnéjsim. Na druhé
strané se u nich v nejvétsi mife uplatnuje kreativita resitell, tj. obvykle
se najde nékolik zcela rtiznych feseni, jak si ukdzeme na 15. tloze z roku
1995.
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