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O jedné tloze z AIME

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice — Uniwersytet Pedagogiczny, Krakéw

Ve Spojenych statech americkych existuje nepfeberné mnozstvi nej-
USAMO (matematickd olympidda Spojnych stéti), jejiz nejuspésnéjsi fe-
sitelé reprezentuji USA na mezinarodni matematické olympiadé. USAMO
je organizovana v nékolika kvalifika¢nich kolech s rostouci obtiznosti (napf.
v roce 2013 se z pocatec¢nich 350 000 fesitela kvalifikovalo do finalové ¢asti
jen 264 nejlepsich). Ve druhém kole (oznacovaném jako AIME — American
Invitational Mathematics Examination) fesi studenti 15 tloh béhem tii
hodin z nejriiznéjsich témat stiedoskolské matematiky. Reseni problémii
v tomto kole jiz vyzaduje nejenom ,kreativni“ uziti matematickych zna-
losti, ale i znacnou obratnost, nebot studenti maji na FeSeni jedné tlohy
v pruméru 12 minut. Pravidelné se objevuji i ilohy z po¢tu pravdépodob-
nosti, které vzdy patii k tém obtiznéj$im a ¢asové narocnéjsim. Na druhé
strané se u nich v nejvétsi mife uplatnuje kreativita resitell, tj. obvykle
se najde nékolik zcela rtiznych feseni, jak si ukdzeme na 15. tloze z roku
1995.
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AIME 1995 — 15. uloha

Oznacéme p pravdépodobnost, Ze pri opakovaném hodu (symetrickou)
minct se objevi posloupnost péti po sobé jdoucich rubi drive neZ posloup-
nost dvou po sobé jdoucich licii. Hledan€ p zapiseme ve tvaru ==, kde m a
n jsou mesoudélnd prirozend cisla. Kolik je m +n?

Nejdfive si ukdzeme originalni feseni uvedené v [4].

1. FeSeni

Spocitame pravdépodobnost dopliikového jevu, tj. uréime s jakou prav-
dépodobnosti se objevi dfive posloupnost Il nez posloupnost rrrrr. Oznac-
me r; pravdépodobnost, Ze posloupnost Il nastane dfive nez posloupnost
rrrrr, pokud v @ poslednich hodech padl rub (jde tedy o podminénou prav-
dépodobnost). Podobné ozna¢ime I; pravdépodobnost, Ze posloupnost
nastane diive nez posloupnost rrrrr, pokud v ¢ poslednich hodech padl
lic. Pak plati, ze r5 = 0 a I = 1. Pokud budeme znat r; a [, je hledana
pravdépodobnost rovna

% (7"1 + 51>7

nebot v prvnim hodu ndm se stejnou pravdépodobnosti % padne rub, nebo

lic. Pro Iy plati, ze
1 1
= 512 + 5
protoze pokud v poslednim hodu padl lic, tak v nasledujicim hodu padne lic
s pravdépodobnosti % a jsme ve stavu [y nebo se stejnou pravdépodobnosti

padne rub a dostaneme se do stavu ry. Podobné plati:

1 1
r = 57’2 + 5117
1 1
re=grst+ 5117
1 1
r3 = 57“4 + 5117
1 1
T4 = 57‘5 + 511

Vzhledem k tomu, Ze r; = 0, dostaneme z posledni rovnice, Ze r4 = %ll.
Dale postupné dostaneme
1 1 3 1 1 7 15

1 1
7”3257"4-5-511:1[1, T2=§T3+§l1=§ll, 7"1:§T2+511=*~
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Protoze

; 1l+1 1+1 15l tak 1 16 15 16 15
== ==+ = — a =— arm=-— -—=—.
R R B T T T A T T A T4
Vime tedy, Ze posloupnost [l nastane dfive nez posloupnost rrrrr, s prav-
dépodobnosti %(7"1 +1h) = 2711' Opacny jev nastane s pravdépodobnosti
p= 3% a tedy m = 3 a n = 34. Soucet m + n je roven 37.

V publikaci [1] najdeme jiné feseni, které uvddime v origindlnim znéni.
Tento pristup se zda rychlejsi, ale to muze byt zpiisobeno tim, Ze jsou
vynechany nékteré tvahy nebo vypoéty (napf. vyfeSeni soustavy rovnic).

2. feseni

Posloupnost rubii a licti nazveme ispésnou, pokud se v této posloupnosti

fetézec rrrrr objevi difve nez fetézec 1. Uspésné posloupnosti jsou trojiho
druhu:

(i) Prvni pismeno je [, pak néasleduje Gspé$né posloupnost s prvnim
pismenem 7.
(ii) Na pocateéni znak/y r, rr, rrr, nebo rrrr navazuje Uspé$na po-
sloupnost zac¢inajici znakem .
(iii) Posloupnost rrrrr.

Oznacme P, pravdépodobnost, ze ziskdme tspésnou posloupnost zacina-
)

jici znakem r a P, pravdépodobnost, ze ziskdme tspésnou posloupnost

zacinajici znakem [. Pak

P = =P,

ﬂ
Il
7 N
| =
+
| =
+
| =
+

| —
SN—

+

| —

Po vyteseni této soustavy rovnic dostaneme

1 1
Pr—ﬁaa—ﬁ.
Pak
1,13
T YV

a tedy m = 3 a n = 34. Soucet m + n je roven 37.
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Je zfejmé, ze obé uvedend feSeni vyzaduji podstatné vice ¢asu nez jen
12 minut. Autortim tohoto pfispévku se podafilo najit jesté tii jind feSeni.
Dveé z nich jsou ¢asové priblizné stejné narocné jako 1. a 2. feSeni. Nejjed-
nodussi a ¢asoveé nejrychlejsi feseni vyuzivajici vlastnosti stochastického
grafu si nyni ukdzeme i s podrobnym vysvétlenim.

3. feseni
Posloupnost rubii a lici a jeji stav v kazdém okamziku si mtizeme znazornit
jako hru, v niz se figurka pohybuje po hracim platnu na obr. 1. Na zacatku
hry stoji figurka na policku (3) a podle vysledki jednotlivych hodu se
presouvd po hracim platné tak dlouho, az dorazi bud do bodu [rrrrr],
nebo do bodu [1].

1
@27 T T [rrr] T [rrrr] T [rrrrr

1
2 2 2 2 2

Obr. 1 Stochasticky graf jako hraci platno hry

Predstavme si, Ze na pocatku hry stoji 64 figurek v bodé (5) a jednot-
livé pravdépodobnosti na obr. 1 interpretujeme jako pomér, ve kterém se
figurky v daném bodé rozdeéli k dalsimu putovani ve sméru Sipek. Zajima
nas, kolik figurek dojde (bez vraceni) do bodu || a kolik do bodu [rrrrr].
Z bodu (8 vyjde 64 figurek a polovina z nich, tj. 32 dorazi do bodu [7].
Druh4 polovina (32 figurek) dojde do bodu [1], viz obr. 2.

16+15:31{

2
.
16

@ 32 16+8 8+4 4+2 lrwrlz-s-l:slwrw

Obr. 2 Figurky na grafu hry

2]
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Sledujme nejprve ,modré“ figurky. Z bodu || polovina figurek (tj. 16)
dojde do cile v bodé [Il]. Druhé4 polovina (16 figurek) dojde do bodu [7].
Osm z nich dorazi do bodu a do kazdého z nasledujicich bodt dojde
vzdy polovina figurek, z bodu predeslého. Do cile v bodé dorazi tak
jedina figurka.

Podobné postupujeme i v pripadé ,cervenych“ figurek. Z 32 figurek
v bodé dorazi do cile v bodé dvé figurky. Do bodu || pfejde
postupné celkem 16+ 844+ 2 = 30 figurek a polovina z nich, tj. 15 figurek
dorazi do cile v bodé .

Do bodu dorazily celkem 3 figurky, do bodu dorazilo celkem

31 figurek. Pak
3 3

T 31+3 34
a tedy m = 3 a n = 34. Soucet m + n je roven 37.

p

Na mnoha pfipadech jsme si ovérili, ze k vytvofeni stochastického grafu
a urceni po¢tu ,putujicich figurek“ stacilo studenttim 57 minut. Uvedenou
metodu navic tispésné zvladlo Siroké spektrum studenti, nejenom zdjemcti
o matematiku.
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