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Leonardo da Vinci (1452-1519), rodnym jménem Leonardo di ser Piero,
je zndm predevSim jako vyteény italsky malif (specidlné autor obrazu
Mona Lisa, zfejmé nejslavnéjsiho portrétu vsech dob). Méné prosluly je
jako vynélezce, konstruktér, sochar ¢i hudebnik. Byl vsak rovnéz geome-
trem. Béhem svého studia kvadratury kruhu, kterou se mu samoziejmé
nikdy nepodafilo pfesné sestrojit, se zabyval rovinnymi obrazci, které jsou
ohraniceny k¥ivkami (jeho pozornost upoutaly napf. Hippokratovy mé-
si¢ky). Vysledky badani 1ze objevit v jeho rukopisech [1] a [2]. Pro zajima-
vost uvedme, ze psal levou rukou zprava doleva.

V ¢lanku jsou predstaveny dva rovinné utvary, které zavedl a jsou po
ném pojmenovany, a to tzv. Leonarduv drdp a Leonardovo zrcadlo. Uve-
deny jsou také véty o kvadratuie Leonardova drapu, resp. poloviny Leo-
nardova zrcadla.

Leonarduv drap

Definice 1

Uvazujme c¢tverec, kruznici k1 tomuto ¢tverci vepsanou, kruznici ko
se stfedem v jednom z vrcholi Ctverce a polomérem totoznym s polo-
mérem kruznice ki a kruznici ks, kterd ma vnéjsi dotyk s kruznici kq,
resp. vnitini dotyk s kruznici ko, pficemz stfedy vSech tfech uvedenych
kruznic lezi v jedné pfimce (obr. 1). Oznaéime-li kruhy ohranic¢ené kruz-
nicemi k1, k2 a k3 po fadé K, K3 a K3, potom ttvar D = Ky \ (K1 U K3)
nazyvame Leonarduv drdp.

Oznaceni k1, ko, k3, K1, K2, K3 7 definice Leonardova drapu budeme pro
prislusné kruznice a kruhy pouzivat i v dalsich ¢astech textu, aniz bychom
symboliku znovu zavadéli.

Odvodme nyni vztah mezi obsahy jistych kruhovych tseéi, ktery pou-
zijeme k diikazu nize uvedené véty o obsahu Leonardova drapu.
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Obr. 1 Leonardtv drap
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Obr. 2 Obsahy tsec¢i
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Uvazujme pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou ¢ a odvésnami a, b
a dale kruhové uisece, které jsou sestrojené nad jeho stranami a které jsou
navzajem podobné (obr. 2). Ozna¢me O; sted, resp. r1 polomér, kruznico-
vého oblouku, ktery ohranicuje tise¢ sestrojenou nad pfeponou ¢, a v vzda-
lenost bodu O; od této pfepony. Obdobné necht Os, ry, v znadi analogické
pojmy prislusejici Gseci sestrojené nad odvésnou a a konecné Os, 13, v3
analogické pojmy prislusejici Gseci sestrojené nad odvésnou b.

Jelikoz vime, ze jsou tsece podobné, je

a ro U b r3 w3
_——=— = — = k" _—— = — = m’ (1)
C T1 V1 C T U1

2

kde k a m jsou kladna redlna ¢isla. Protoze c? = a®+b?, plyne ze vztahti (1)

rovnost ¢ = c2k? + 2m?, a tedy
1=k +m? (2)

Obsah Sy, tsece sestrojené nad pfeponou c je roven rozdilu obsahu Sy,
prislusné vysece a obsahu S, trojuhelniku ABOq, tj.

mria cu

360° 27

Sv, = Sv, — S, =

kde a je velikost stfedového tthlu uvazovaného kruznicového oblouku.
Oznacime-li obdobné Sy,, Sv,, St,, resp. Sv,, Sv,, St,, obsahy lsece,
vysece a trojuhelniku pfislusejicich odvésné a, resp. b, plati

mria ave  Tria bus

360° 2 360° 2

SU2 + SUg = SV2 - ST2 + SV3 - STg =

Vyuzitim vztaht (1) a (2) dostaneme

S 4 Sy — 7Tk‘2’/‘%()( B kckvy 7Tm2r%oz _ memuy
U2 PUs T 600 2 360° 2

2
2) _mria cvp

2
Wla(kum?)*%(kz*m T 360° 2

= 360°
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Tim jsme odvodili néasledujici tvrzeni.")

Lemma 1

Necht je dén pravouhly trojuhelnik. Sestrojime-li nad jeho stranami
navzajem podobné kruhové tsece, je obsah tusece sestrojené nad preponou
roven souctu obsahti tiseci sestrojenych nad odvésnami.

Nyni mtzeme dokazat vétu o obsahu Leonardova drapu:

Véta 1
Obsah Leonardova drapu je roven obsahu ¢tverce, ktery je vepsan kruz-
nici k3 (obr. 3).
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Obr. 3 Obsah Leonardova drapu a étverce

Diikaz: Do kruznice ks vepisSme ¢tverec ABCD tak, aby bod D lezel na
kruznici k1, a tento ¢tverec rozdélme jeho thlopiickami na ¢tyfi ¢asti.

DRadgji vyslovné upozornéme, 7e lemma pojednava o kruhovych usedich, nikoliv
pouze o polokruzich. Plati dokonce i obecnéjsi tvrzeni, které se nejcastéji nazyva Zo-
becnénd Pythagorova véta: Necht je ddn pravouhly trojihelnik. Sestrojime-li nad jeho
stranami navzdjem podobné tutvary tak, aby si po dvou odpovidaly v podobnostech,
v nichZ si odpovidaji strany trojihelniku (koeficienty podobnosti jsou rovny pomérim
délek prislusnych dvojic stran trojihelniku), je obsah ttvaru sestrojeného nad preponou
roven souctu obsahi utvard sestrojenych nad odvésnami.
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Priseciky kruznic k1 a ko ozna¢me M, N a kruhové tsece a trojihelniky
lezici v kruhu K5 popisme Vi, Vo, Wy, Wy, Uy, Us, Ty, Ts, T3, T4 podle
obr. 4.

Obr. 4 Jednotlivé ¢asti kruhu Ko

Sestrojme kruh L s hraniéni kruznici I, ktery je shodny s kruhem Kj,
a ¢tverec EFGH, ktery je vepsan kruznici [ (obr. 5).
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Obr. 5 Kruh L shodny s kruhem K>,

Délka strany tohoto ¢tverce je totozné s délkou tisecky MN (dvé strany
¢tverce z definice Leonardova drapu totiz prochézi stfedem kruznice ks,
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a proto jsou jejich ¢asti lezici uvnitf kruhu Ky soucasné polovinami th-
lopiicek ¢tverce vepsaného kruznici kq). Sestrojme dalsi étverec A’ B'C'D’
tak, aby jeho vrcholy byly stiedy stran ¢tverce EFGH. Délka uhlopficky
tohoto ¢tverce je totozna nejen s délkou strany c¢tverce EFGH, ale i s dél-
kou tisecky MN. Jelikoz M N| = |HG| = |EF)|, jsou kruhové tiseée Uy a Us
shodné s tseCemi vytknutymi stranami ¢tverce EFGH z kruhu L. Proto
plati také |BD| = |B'D’|, z ¢ehoz plyne, Ze étverce ABCD a A'B'C'D’
jsou shodné.

Soucet obsahi tseci Vi a Va, které prindlezeji odvésnam pravouhlého
trojuhelniku ABD, je podle lemmatu 1 totozny s obsahem jim podobné
usece V sestrojené nad pieponou uvazovaného trojihelniku (obr. 6 vlevo).
Uvedeny soucet je vSak roven také obsahu tsece vytknuté stranou GF
v kruhu L (obr. 6 vpravo), nebot tato tsec¢ je s tseéi V' shodna. Obdobné
1ze odiivodnit, ze soucet obsahti tiseci W7, W5 roven obsahu tsece W, ktera
je soucasné tise¢i kruhu L (obr. 6).

k, l

K, E

B

Obr. 6 Shodnost obsaht tiseci

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze trojuhelniky Ty, T, T3, Ty a FC'B’,
EB'A’, HA'D', GD'C’ jsou shodné (obr. 7).

Shodné kruhy K5 a L maji stejny obsah. Protoze také ¢asti shodnych
kruhtt Ky a L, které jsou na obr. 7 obarvené, maji stejny obsah, musi mit
stejny obsah rovnéz ¢asti neobarvené. Témito utvary jsou vSak Leonardtv
drap, resp. ¢tverec A’B’C'D’. Odtud a ze shodnosti ¢tverca A’B'C'D’,
ABCD plyne platnost véty.
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Obr. 7 Premisténi trojﬁhelnikﬁ '1—'17 TQ, Tg, Ty

Leonardovo zrcadlo

Definice 2

Uvazujme ¢tverec ABCD a kruznici k o stfedu A a poloméru |AB|. Se-
strojme obraz D’ vrcholu D ve stfedové soumérnosti se stfedem v bodé A,
nad priimérem AD, resp. AD’, sestrojme kruh L, resp. L', a nad priimé-
rem DD’ sestrojme ptilkruh K obsahujici bod B. Jestlize M = (K UL)\ L'
a M’ je obraz utvaru M v osové soumérnosti s osou DB, potom se utvar
Zapep = (MUM')\ (M N M') nazgva Leonardovo zrcadlo (obr. 8).

Véta 2
Obsah Leonardova zrcadla Z 4 pcop je roven dvojnasobku obsahu ¢tverce
ABCD.

Diikaz: Leonardo zrcadlo Zapcp rozdélme podél jeho jediné osy sou-
mérnosti na dvé poloviny a jednu z téchto polovin rozdélime dale po-
dél stran ¢tverce ABCD na t¥i ¢asti U, V, W (obr. 9). Pilkruh U zob-
razme v rotaci se stfedem D a thlem oto¢eni 90° (obrazem jeho prii-
méru AD je strana C'D ¢tverce ABCD). Obdobné ¢ast W zobrazme v ro-
taci se stfedem B a tthlem otoceni 270° (obrazem tsecky AB je strana C'B
étverce ABCD). Je zfejmé, Ze sjednocenim Gtvaru V a obrazil Gtvara U
a W ve zminénych rotacich je ¢tverec ABCD. Jeho obsah je tedy ro-
ven poloviné obsahu Leonardova zrcadla, neboli obsah Leonardova zrca-
dla Zapcp je roven dvojnasobku obsahu ¢tverce ABCD.
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Obr. 9 Obsah Leonardovo zrcadla a ¢tverce
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