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Uvod

Jiz ve starovéku matematikové zacali vytvaret strategie, které by jim
pomohly fesit matematické problémy. Tak se zrodila disciplina zvana heu-
ristika. Cesky bychom ji mohli nazvat Uméni objevu. Do této discipliny
prispivali svymi poznatky vyznamni matematikové historie. Jmenujme
zde alespont Pappa z Alexandrie, Descarta, Leibnize, Bolzana a Polyu.
Strategie, o nichz zde hovorime, jsou vlastné nastroje, které ndm poma-
haji najit cestu od formulace problému k jeho vyfeseni. Dnes zname ce-
lou fadu uziteénych strategii, které matematikové bézné pouzivaji, kdyz
fesi problémy. Bylo by velmi uzitecné, kdyby se nékteré z téchto stra-
tegil dostaly i do skolské matematiky. Jmenujme zde nékolik zakladnich,
predstavu si lze udélat uz ze samotnych nazvi: experimentovani, zobecno-
véni a konkretizace, analogie, vypusténi podminky, zavedeni pomocného
prvku, rozklad na jednodussi pripady, cesta zpét. Dobii ucitelé nékteré
z téchto strategii ve své vyuce intuitivné pouzivaji. Dostali se k nim vétsi-
nou tak, ze se jako zaci, studenti a pozdéji jako ucitelé nespokojili s feSenim
standardnich problémt standardnimi metodami.

My se zde budeme na ukizku zabyvat jednou z téchto strategii, a to
strategil vypusténi podminky. Nebudeme prili§ teoretizovat, spise ji uka-
zeme pri feSeni nékolika tloh ze skolské matematiky. Presto vSak tvodem
par slov.

Je zadana tloha, v niz je vysloveno nékolik podminek. Pokud nejsme
schopni pfi feSeni takového problému splnit najednou vSechny pozadované
podminky, mtZeme si spolu s Zeitzem (viz [5]) polozit otdzku: ,,Co pfesné
¢ini tento problém tak slozity?“. Podafi-li se nam urcit, ktera ze vstupnich
podminek je tou obtiznou, mizeme se pokusit ji vypustit. Jestlize se nam
povede takto oslabenou tlohu vyfesit, k vypusténé podmince se vratime
a tilohu se pokusime dotesit. Casteéné hovoii o strategii vypusténi pod-
minky ve své knize o feSeni problému i Polya, ktery tento princip nazyva
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Dropping a part of the condition (viz [4]). Dalsi aspekty této heuristické
strategie jsou popséany v [3].

A nyni jiz ilustrujme popisovanou strategii nékolika tlohami. Pozna-
menejme jesté, ze mnohé ulohy zde uvedené se samoziejmé daji fesit i ji-
nak, bud standardni cestou, nebo jinou heuristickou strategii. My zde ale
u kazdé ulohy prirozené uvadime jen feSeni pomoci strategie vypusténi
podminky. Vyhodnost jejitho pouziti vysvitne samoziejmé nejvice tam,
kde je jako zpusob feseni nejefektivnéjsi ¢i dokonce jedinou cestou k vy-
feSeni daného problému. Tak je tomu i u nésledujici, prvni tlohy.

Ilustrujici Glohy

Uloha 1

Je dén trojuhelnik ABC. Vepiste do tohoto trojuhelniku ¢&tverec
KLMN tak, aby strana KL lezela na strané AB, vrchol M na strané
BC a vrchol N na strané AC (viz obr. 1).

A K L B
Obr. 1

Reseni: Z¥ejmé se ndm nepodaii sestrojit ihned ¢étverec splitujici vechny
podminky. Pokud vsak vypustime podminku ,vrchol M lezi na strané
BC*, pak takovy ¢tverec KL My N; sestrojime snadno (viz obr. 2). Staci
jej ,vepsat® do thlu BAC. N&as hledany ¢tverec bude s timto ¢tvercem
stejnolehly ve stejnolehlosti se stfedem v bodé A. Bod M proto bude lezet
na pruseciku polopfimky AM; se stranou BC.

Poznamka. Pokud zaci zobrazeni zvané stejnolehlost jesté neznaji, pak
muzeme k feSeni dojit pomoci experimentovéani. Sestrojime vice ¢tvercu
vepsanych do thlu BAC (viz obr. 3). VSechny nami sestrojené vrcholy
M; lezi zfejmé na polopiimce. Toto pozorovani zobecnime:
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Ny M,

Obr. 2
Hypotéza: VSechny vrcholy M; ¢tvercit K;L; M;N; lezi na polopfimce pro-

chézejici bodem A. Prusecik polopfimky AM; se stranou BC je vrchol M
hledaného ¢tverce.

My

M, /

Obr. 3

Na nésledujici tloze si muze ucitel vyzkouset, zda jeho Zaci popsanou
strategii v uvedeném kontextu pochopili a dovedou ji aktivné pouzit.
Uloha 2

Sestrojte obdélnik ABCD, jehoz strany jsou v pomeéru 3 : 2 a jehoz
thlopficka mé délku 7 cm.

Strategie vypusténi podminky se ale d4 pouzit i u nékterych slovnich
uloh, jak ukazuje nasledujici problém.

Uloha 3

Cést listk@t do divadla stéla 11 K& a ¢ast byla po 8 Ké. Kolik bylo
kterych, jestlize celkova cena za 97 listka byla 965 K¢?
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Reseni: Vynechejme v nasledujicich tivahach tplné tdaj o celkovém po-
¢tu listki. Ziskame tim vlastné novou tulohu, jejiz feseni prevedeme na
feSeni prislusné diofantické rovnice, kde x oznacuje pocet listki za 11 K¢
a y pocet listkil za 8 K¢. Pak plati:

11z 4 8y = 965 (1)
Tuto rovnici mizeme fesit dvojim zpusobem.

Pruni zpusob Teseni je vhodny pro nadané studenty a vede k formulaci
dvojice generatoru celociselnych feseni x a y

965 — 11z
- =
968 —3— 8z — 3z
y_ 8 9
1
y=121—2-3. ;x.

Nyni do feSeni zavedeme parametr k € Z

1+
8

=k = x=8k—1.

Po dosazeni dostavame

)
Y

121 — (8k — 1) — 3k,
122 — 11k.

Resenim diofantovské rovnice (1) jsou tedy dvojice ¢isel tvaru
r=8k—1,
y = 122 — 11k.

Usporadejme si konkrétni vysledky pro jednotliva k£ do tabulky.

b i fe2ls[afs 67 ]8]9ofw[n]

x 7 15 | 23 | 31 | 39 | 47 | 55 | 63 | 72| 79 | 87

Y 111 | 100 | 89 | 78 | 67 | 56 | 45 |34 |23 |12 | 1

soudet || 118 | 115 | 112 | 109 | 106 | 103 | 100 | 97 | 94 | 91 | 88
Tab. 1
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Vsechna feseni v oboru pfirozenych ¢isel jsou uvedena v tabulce 1. Je
zfejmé, Ze zohlednime-li nyni vypusténou podminku (tedy zZe listki bylo
celkem 97), je tloha rozfeSena.

Druhyj zpisob Feseni se opird o FeSeni rovnice (1) s vyuzitim tabulkového
procesoru, kde je ve druhém sloupci vycislena vzdy hodnota y pomoci

vzorce
965 — 11z

8

(o] v [ty ]
1 | 119,25 | 120,25
2 | 117,875 | 119,875

62 | 35375 | 97,375
63| 34 97

Tab. 2

7Z tabulky 2 je vidét, ze na poslednim jejim fadku jsme se vratili zpét
k vypusténé podmince (tedy ze listkii bylo celkem 97) a tilohu rozfesili.

Odpoved: V divadle prodali 63 listkd po 11 K& a 34 listkfi po 8 K¢.

Strategii vypusténi podminky c¢asto ve skolské matematice mlcky po-
uzivame, aniz bychom si to uvédomovali. Ilustraci mohou byt néasledujici
dvé tlohy. Prvni z nich je tradi¢ni tloha, kterou ucitel fesi rutinné, nebot
za odpovédi stoji jiz jeho vybudovana znalost. Resitel, ktery se ale s pro-
blémem setka poprvé, mize byt naveden k uvazovani a feseni tlohy praveé
takto.

Uloha 4

V roviné jsou dany tfi body, které nelezi na jedné pfimce. Urcete bod,
ktery ma od kazdého z danych bodu stejnou vzdalenost.

Resent: Vysledkem bude bod P, ktery bude stejné vzdalen od danjch
bodid A, B, C. Médme tedy podminky: |[PA| = |PB| a |PA| = |PC]|.
Vztah mezi |PB| a |PC| plyne z transitivnosti rovnosti. Vypustme nyni
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druhou podminku. Hleddme bod P, pro ktery plati prvni podminka. Je
ziejmé, Ze tyto body lezi na ose tGsecky AB a je jich nekoneéné mnoho.
Nyni pfijméme zpét druhou podminku. Sestrojime vSechny body, které
maji vlastnost |PA| = |PC|. Hledany bod P je potom spole¢nym bodem
obou mnozin (pruse¢ik dvou piimek).

Odpovéd: Hledany bod P je prusecikem os tseéek AB a AC (jednd se
o stfed kruZnice opsané trojahelniku ABC).

Uloha 5

V roviné jsou dény t¥i body A, B, C, které nelezi na jedné pfimce.
Sestrojte pfimku, kterd prochézi bodem A a body B a C' maji od ni
stejnou vzdalenost.

(Zaddni dlohy je prevzato z [4].)

Reseni: Pokud bychom fesili tuto tlohu strategii Pokus — omyl, mohli
bychom zkusit uvazovat jako feseni osu tthlu BAC'. Vhodnou volbou bodu
vsak lehce takovou ideu vyvratime. Vypustme tedy podminku, Ze pfimka
prochazi bodem A a hledejme vSechny pfimky, které maji od bodu B a C
stejnou vzdalenost.

1. Jednou z téchto pfimek je napriklad osa tsec¢ky BC. Stézejni je,
Ze osa prochazi stfedem S této tsecky. Nyni si stac¢i uvédomit, ze kazda
primka, ktera prochézi stredem usecky BC, je od bodu B a C stejné vzda-
lena. Tato skutec¢nost vyplyva ze shodnosti trojihelnikt, jak si ukazeme za
chvili. Nyni pfijméme vypusténou podminku zpét a primku prochazejici
stfedem tsecky BC vedme bodem A. Podivejme se nyni na obrézek 4.

Obr. 4
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Aby p byla hledanou piimkou, musi platit |BE| = |CF|. Use¢ky BE
a C'F jsou ziejmé kolmé na pfimku p. Protoze |BS| = |CS| a |[<BSE| =
= |<CSF| a |[<BES| = |<CFS|, jsou trojuhelniky SBE a SCF shodné
a tudiz tsecky BE a C'F maji stejnou velikost.

2. Jinou pfimkou majici stejnou vzdalenost od boda B a C je libovolna
rovnobézka ¢ s primkou BC.

Obr. 5

Je zfejmé, ze pokud je primka ¢ rovnobézna s primkou BC', plati
vzd(B, q) = vzd(C, q).

Nyni pfijméme vypusténou podminku zpét a sestrojme pfimku [, kterd
prochazi bodem A a je rovnobézna s pfimkou BC'.

Odpovéd: Uloha ma dvé FeSeni. Prvnim feSenim je p¥imka prochazejici
bodem A a stfedem tusecky BC, druhym fesenim je piimka prochézejici
bodem A, kterd je rovnobézna s primkou BC.

nalézt mimo jiné v [1].

Uloha 6

Je dana klasicka Sachovnice, ze které jsou
odstranéna dveé protilehla rohova ¢ernd pole
(viz obr. 6). Mé&jme dale dostatecny pocet
dominovych kostek. Je mozné pokryt vSechna
pole této ochuzené Sachovnice dominovymi
kostkami bez prekryvani?

Obr. 6
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Reseni: Ulohu miizeme zadit fesit experimentovanim. Pokryt pozadova-
nym zptsobem ochuzenou Sachovnici se ndm ale ani po delsi dobé ne-
bude dafit. Vypustme tedy podminku upravené Sachovnice a pracujme
s klasickou Sachovnici o 64 polich. Tuto Sachovnici je pomérné snadné
pokryt dominovymi kameny. Nyni pfijméme omezeni — z vyfesené tlohy
(pokryta Sachovnice) odstrafime protilehld ¢erné pole. Je vidét, Ze spolu
s poli ,,zmizi“ i kostky a ztistanou prazdna dvé bild pole. Protoze vsak
kazda kostka pokryje vzdy jedno bilé a jedno ¢erné pole, zbyla pole nejde
prekryt zddnou dominovou kostkou, at preusporaddame kameny jakkoliv.

Odpovéd: Ochuzenou Sachovnici neni moZné pokryt dominovymi kost-
kami.

Zpusob reseni nasledujici, posledni tlohy by se spise mél jmenovat Na-
hrazeni podminky. Pfi feSeni této tilohy totiz jednu podminku vypustime
a nahradime jinou. Problém sdm pochdzi z 15. stoleti (viz [2]). Popsany
zpusob jeho TeSeni pritom ukazuje, jak elegantné dokazali matematikové
fesit tllohy, aniz méli k dispozici dnesni bézny aparat skolské matematiky,
tedy rovnice.

Uloha 7
1

Hlava ryby vazi % celé ryby, jeji ocas vazi 3

celé ryby a jeji télo vazi 30 unci (viz obr. 7).

Kolik vazi cela ryba? i v
' 30 oz

Reseni: Vypustme podminku, Ze télo ryby vazi

30 unci. Bez ni ale nelze dlohu vyftesit. Na- Obr. 7
hradme ji tedy podminkou jinou — mluvme o jiné

rybé, a to takové, ktera celd vazi 12 unci. Pro¢ zrovna 12, je ziejmé — jde
o nejmensi spolecny nasobek ¢isel 3 a 4. Tato nova ryba méa hlavu, ktera
ziejmé vazi 4 unce a ocas, jehoz hmotnost je rovna 3 uncim. Jeji télo tedy
vézi 5 unci. Ryba ze zadani nasi ulohy je této malé rybé ,podobna“, jeji
proporce jsou stejné. Protoze jeji télo je Sestkrat tézsi, musi byt Sestkrat

Odpoveéd': Ryba vazi 72 unci.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tiloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tilohy. V tomto ¢&isle uvadime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni mu-
zete zaslat nejpozdéji do 10. 10. 2013 na adresu: Redakce casopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich Feseni lze zaslat také elektro-
nickou cestou (pouze vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na
emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimavéa a originalni fesSeni tloh radi uve-
fejnime.

Uloha 195

Necht «, 3, v jsou velikosti vnitinich thl trojahelniku, kde v > 90°.
Dokazte nerovnost
tga tg 8 < 1.

Jozef Kalinowski (Kalety)
Uloha 196

Dveé poloroviny se spole¢nou hraniéni pfimkou sviraji thel 60° a vy-
tvafeji klin. Do néj jsou umistény dvé koule k1 (S1;7) a kao(Sa;r), které
se maji vnéjsi dotyk a soucasné se obé dotykaji i stén klinu. Vypoctéte
polomér p treti koule k3, ktera se dotyka soucasné obou kouli k7 a ko také
stén tohoto klinu.

Stanislav Travnicek
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