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Pojmem analogie (z fec. analogia = obdoba, podobnost) riznych (ne-
totoznych) objektt, popt. jevil ¢l situaci se rozumi nalezeni jejich podob-
nych (spec. stejnych) vlastnosti. Na zakladé shody jednéch vlastnosti se
usuzuje na shodu dalsich vlastnosti. V tomto smyslu se s pouzivanim ana-
logii setkavame nejen v bézném zivoté ¢i v uméni, ale zejména ve védach
humanitnich (filozofii, logice, psychologii, pravu, lingvistice), védach pi¥i-
rodnich (fyzice, chemii, biologii) i védach technickych (mechanice, elek-
trotechnice, stavebnictvi) a specidlné v matematice. Analogie se pouzivaji
nejen v matematice jako védé, ale maji téz specificky vyznam a vyuziti
ve vyucovani matematiky, jehoz didaktickymi aspekty se budeme zabyvat
v tomto ¢lanku.

Pojem analogie v matematice, klasifikace analogii

Analogie matematickych objekti je vztah mezi netotoznymi matematic-
kymi objekty, které maji jisté vlastnosti podobné (spec. stejné). Obdobné
se definuji pojmy analogie matematickych systémi, analogie matematic-
kych situact apod. Matematické objekty, jez jsou vzajemné ve vztahu mate-
matické analogie, se nazyvaji analogické matematickée objekty. S priklady se
setkavame prakticky ve vSech matematickych disciplinach. Typickymi pri-
klady jsou dvojice analogickych planimetrickych a stereometrickych atvart
(podrobnéji viz [12, str. 96]): ¢tverec — krychle, obdélnik — kvédr, rovnobéz-
nik — rovnobéznostén, trojiuhelnik — ¢tyistén, mnohotihelnik — mnohostén,
kruh — koule.
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V matematice i dalsich védnich oborech se lze setkat s rozliSovanim
riiznych druhti analogii. Z kognitivniho (poznévaciho) hlediska se rozlisuji
dva typy analogii:

Intuitivni analogie (heuristickd analogie) je analogie ziskand pouze na
zdkladé intuice, tj. pouhého bezprostfedniho vytuseni (bez hlubsiho zdi-
vodnéni).

Strukturni analogie (syntaktickd analogie) je analogie zaloZzené na zjis-
téni urcité podobnosti dvou matematickych struktur, tj. mnozin matema-
tickych objektd s danymi vlastnostmi.

Usuzovani z analogie

V matematické logice se pouzivaji t¥i druhy usuzovdni (vytvafeni dsud-
ka):

Deduktivni usuzovdni predstavuje vytvareni logicky spravnych tsudka
na zékladé vyrokové logiky. V matematice je zdkladem dokazovdni (dikazi
matematickych vét).

Induktivni usuzovani je zalozené zpravidla na netplné indukci. V mate-
matice ma charakter heuristické (objevitelské) metody, jez mnohdy muze
poslouzit k formulaci vérohodnych (pravdépodobné platnych) matematic-
kych hypotez.

Usuzovani z (na zdkladé) analogie mé obvykle jednu z néasledujicich
dvou forem heuristického tusudku:

a) Premisy (pfedpoklady) tisudku:
Objekt (systém) A je analogicky s objektem (systémem) B.
Objekt (systém) B ma vlastnost v.

Zavér usudku: Objekt (systém) A mé pravdépodobné téz vlastnost v.

b) Premisy (pfedpoklady) tsudku:
Vyrok p je analogicky k vyroku q.
Vyrok q je pravdivy.

Zavér usudku: Vyrok p je pravdépodobné téz pravdivy.

Pozndamka. Zakladatelem moderniho pojeti heuristiky v matematice a vy-
nikajicim propagatorem uziti heuristickych metod v didaktice matematiky
byl madarsky matematik George Pdlya [dzordz pdjal (1887-1985), ktery
po mnoho let pedagogicky ptisobil a védecky tvoril v USA. Jeho knihy [1]
a [2] se staly klasickymi v oboru didaktického vyuziti heuristickych metod
v matematice.
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Pri feSeni matematickych probléma heuristickymi metodami je ovsem
dilezité si uvédomovat, ze jejich vysledkem je vzdy pouze vysloveni néjaké
matematické hypotézy, jejiz pravdivost je pak nutné v dalsi (deduktivni)
Casti feSeni bud dokdzat, anebo vyvrdtit. V této souvislosti v literatuie
(napf. v knize [2]) se dokldd4 na éetnych pfikladech, Ze v historii matema-
tiky vedlo vhodné pouziti metody analogie k zasadnim objevim, ale jeji
pouhé intuitivni uziti svedlo védce i k vysloveni nespravnych (nepravdi-
vych) hypotéz. Viz napi. [12, s. 283].

Zakladni didakticka vyuziti analogii ve vyuce matematiky

Z didaktického hlediska je uziti analogii ve vyucovani matematiky vhod-
né a uzitecné zejména v téchto pripadech:
e pii analogické formulaci matematickych definic a vét,
e pii objevovani a vySetfovani novych matematickych vlastnosti,
e pii feSeni analogickych matematickych tloh,
e k snadnéjSimu a trvalejsimu zapamatovani urcitych analogickych mate-
matickych poznatki.

Typické priklady didaktického vyuZiti analogii:

Analogické definice a véty, napt. zakladni véty pro ¢iselné rovnosti a
nerovnosti, definice a véty o vlastnostech operaci v ruznych ¢iselnych obo-
rech, o upravach rovnic a nerovnic, definice a véty pro aritmetické a geo-
metrické posloupnosti, o rovnobéznosti a kolmosti v roviné a v prostoru
(pfitom pro nékteré planimetrické véty analogické stereometrické véty ne-
plati), o mife geometrickych Gtvari v roviné a v prostoru, pro geometricka
télesa (hranol — valec, rota¢ni valec — rotac¢ni kuzel apod.), definice a véty
pro kuzelosecky (analogické geometrické definice a analytickd vyjéddieni).

Analogickd fesent typovych dloh v algebie, geometrii (vypocetnich i kon-
struké¢nich dloh), v kombinatorice aj. Specificky je analogie vyuZivana pfi
FeSeni gradovanych Fetézci matematickych tloh (viz [12, str. 104-108]).

Analogie jako uzZiteéné heuristické strategie pro reseni matema-
tickych tuloh

Heuristickymi strategiemi (strategickymi postupy) se nazyvaji obecné,
popf. specifické heuristické (objevitelské) metody FeSeni matematickych
problému (tloh), které se cilevédomé pouzivaji zejména pii feseni slozit&j-
sich matematickych tloh (viz napt. knizni publikace [8] a [12, str. 94-104]).
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Strategii analogie (strategii zaloZenou na analogii) je nazyvana speci-
fickd heuristicka strategie feSeni matematické tlohy, jez spoc¢iva v tom, ze
se nejprve fesi vhodna jednodussi (snadnéji Fesitelna) tloha, jejiz FeSeni je
pak inspiraci pro feseni dané analogické matematické tilohy.

V nasledujicich dvou prikladech ilustrujicich pouziti strategie analogie
nejprve roziesime planimetrické tlohy, jejichz feSeni ndm pak budou inspi-
Priklad 1

Planimetrickd dloha: Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' a libovolny
bod P uvniti tohoto trojihelniku nebo na jeho hranici. Necht K, L, M
jsou po Fadé paty kolmic z bodu P na strany BC, CA, AB a |PK]|, |PL|,
|PM]| jsou po fadé vzdalenosti bodu P od stran BC, CA, AB, a = |BC|,
b = |CA|, ¢ = |AB] jsou délky téchto stran trojihelniku ABC. Dokazte,
ze pak plati rovnost

a-|PK|+b-|PL+c-|PM|=285,
kde S je obsah trojthelniku ABC.

Reseni. Pro vnitini bod P trojihelniku ABC je jeho obsah S roven souétu
obsahil trojuhelniki PAB, PBC, PC A, tj. plati rovnost

1 1 1
“a-|PK|+>b-|PLl+>c-|PM|=S
5@ [PK|+5b-|PLI+ 5 c-[PM]

a odtud po vynasobeni této rovnosti dvéma dostavame dokazovanou rov-
nost. Specidlné pro bod P na hranici trojuhelniku ABC' jsou pfislusné
vyrazy na levé strané této rovnosti nulové.

Analogickd stereometrickd tuloha: Je dan Ctyfstén ABCD a libovolny
bod P uvnitf tohoto ¢ty¥sténu nebo na jeho hranici. Necht K, L, M, N
jsou po tadé paty kolmic z bodu P na stény ABC, BCD, CDA, ABD a
|PK|, |PL|, |PM]|, |PN| jsou po fadé vzdélenosti bodu P od téchto stén
a S1, S2, S3, Sy jsou jejich obsahy. Dokazte, ze pak plati rovnost

Sy |PK|+ Sy |PL| 4+ S5 |PM|+ Sy |PN| =3V,
kde V' je objem ¢tyisténu ABCD.

Reseni. Pro vnitini bod P étyfsténu ABCD je jeho objem V roven soudtu
objemu ¢tyistént PABC, PBCD, PCDA, PABD, tj. plati rovnost

1 1 1 1
gSl~|PK|+§SQ-|PL|+§SB.pM‘+§S4.|pN|:3V
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a odtud po vynasobeni této rovnosti tfemi dostavame dokazovanou rov-
nost. Specidlné pro bod P na hranici ¢étyfsténu ABCD jsou prislusné vy-
razy na levé strané této rovnosti nulové.

Priklad 2

Vivianiho véta: Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC a libovolny bod P
uvnité tohoto trojihelniku nebo na jeho hranici. Necht K, L, M jsou po
fadé paty kolmic z bodu P na strany BC, CA, AB, a = |BC| = |CA| =
= |AB| je délka strany rovnostranného trojuhelniku ABC. Pak soudet
vzdéalenosti bodu P od stran trojuhelniku ABC je konstantni a plati rov-
nost

|PK|+ |PL|+ |PM| = h,

kde h je vyska rovnostranného trojuhelniku ABC. DokazZte.

Dikaz této véty je specidlnim pripadem feSeni dilkazové planimetrické
tlohy z ptikladu 1. Dokazovanou rovnost dostavame specialné pro rovno-
stranny trojuhelnik ABC, kdea=b=1¢, S = %ah.

Pozndmka. Vincenzo Viviani [vincenco viviani] (1622-1703) byl italsky
fyzik a matematik, jehoz uciteli, spolupracovniky a prateli byli vyznamni
italsti fyzikové a matematici Galileo Galilei (1564-1642) a Evangelista Tor-

ricelli (1608-1647). Vivianiho vétu obsahuje jeho geometrickd préce z roku
1659.

Analogickd stereometricka véta k Vivianiho vété: Je dan pravidelny
¢tyfstén ABCD a libovolny bod P uvnitf tohoto ¢ty¥sténu nebo na jeho
hranici. Necht K, L, M, N jsou po fadé paty kolmic z bodu P na stény
ABC, BCD, CDA, ABD, |PK|, |PL|, |PM]|, |PN| jsou po fadé vzd4-
lenosti bodu P od téchto stén, a je délka hrany pravidelného Ctyfsténu
ABCD. Pak soucet vzdalenosti bodu P od stén ¢tyfsténu ABC D je kon-
stantni a plati rovnost

|PK|+|PL|+ |PM|+ |PN| = h,
kde h je vyska pravidelného ¢tyfsténu ABC D. Dokazte.
Dikaz této véty je specidlnim piipadem feSeni diikazové stereometrické
ulohy z prikladu 1. Z ného specialné pro pravidelny ¢tyistén ABC' D, u né-
hoz je Sy = Sz = S3 = Sy, V = 151 h, takze plati
1
Sy - (|JPK|+ |PL|+ |PM|+|PN|)=3- gSlh

a odtud plyne dokazovand rovnost.
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Priiklad 3

Planimetrickd uloha: V roviné je dan libovolny stfedové soumérny ro-
vinny obrazec a bod P # S (kde S je stfed soumeérnosti obrazce). Naleznéte
pfimku p, kterd prochézi bodem P a rozdéluje dany obrazec na dva shodné
geometrické utvary.

Resent je velmi jednoduché. Protoze rovinné stfedova soumérnost se stfe-
dem S je shodné zobrazeni, bezprostfedné odtud plyne, ze kazda primka
prochézejici stfedem soumérnosti S daného obrazce jej rozdéli na dva
shodné geometrické utvary. A tedy hledanou pfimkou p je pfimka PS
(uréend body P a S).

Analogickd stereometrickd tloha: V prostoru je dano libovolné stiedové
soumeérné téleso a primka p, kterd neprochézi jeho stfedem soumérnosti S.
Naleznéte rovinu p, kterd prochazi pfimkou p a rozdéluje dané téleso na
dva shodné geometrické utvary.

Resend je opét velice jednoduché: Protoze také v prostoru stfedova sou-
mérnost se stifedem S je shodné zobrazeni, vyplyva odtud, ze kazda ro-
vina prochézejici stfedem soumeérnosti S daného obrazce jej rozdéli na
dva shodné geometrické utvary. A tedy hledanou rovinou g je rovina pS
(urcend pfimkou p a bodem S5).

Poznamka. G. Pélya v [1, str. 110] zduraziiuje, Ze je vhodnéjsi fesit takto
formulovanou tlohu pro obecné stfedové soumérné téleso, nez jen napft.
pro pravidelny osmistén. Jeji feSeni specialné plati pro libovolny stfedove
soumérny pravidelny mnohostén.

Priklad 4
Pozoruhodné, i kdyz mélo znamé, jsou stereometrické analogie Pythago-
rovy véty a Thaletovy véty, s nimiz se lze seznamit v zajimavém ¢lanku [9].

Uziti analogii pri FeSeni aplika¢nich aloh

Redlny svét a jeho zkoumani, jakoz i veskeré lidské ¢innosti v ném jsou
casto natolik slozité a bezprostiedné tézko proveditelné, ze vyzaduji vy-
tvafeni riznych materidlnich ¢i abstraktnich (myslenkovych, kognitivnich)
modelt. Pfipomerime (viz [12, str. 111-114]):

Modelem daného objektu (resp. jevu, procesu, situace) nebo systému se
rozumi jeho vhodné reprezentace (zastoupeni, resp. zobrazeni v Sirokém
slova smyslu) se zachovdnim podstatnych charakteristickych vlastnosti.
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Procesy vytvareni, pfeménovani a interpretovani modeld se nazyvaji mo-
delovdni ¢i simulace. Velmi vyznamnym specidlnim pfipadem abstraktnich
modelt jsou matematické modely, tj. modely vyjadfené matematickymi
prostfedky (napf. rovnicemi nebo soustavami rovnic). Modelovéni uzitim
matematickych modelt je nazyvano matematické modelovani. Ve skolské
matematice se pouzivajli matematické modely pfi matematizaci redlnych
situact a Tesent aplikacnich uloh. Specidlné dvé nebo vice aplikac¢nich tloh,
jez se Fesi uzitim stejného (resp. analogického) matematického modelu, se
nazyvaji analogické aplikacni ulohy.

Priklad 5

Fyzikdlni dloha o vypoctu primérné rychlosti automobilu: Automobil
ujel vzdélenost 210 km za 2,5 hodiny. Stanovte jeho primeérnou rychlost
na celé trati.

Reseni. Pfi vipoctu primérné rychlosti obecné nerovnomérného pohybu
automobilu vychéazime z jeji definice znamé z fyziky. Primérnd rychlost
nerovnomeérného pohybu télesa (,hmotného bodu*) na dréaze s urazené za
¢as t je definovana vzorcem

vp = —,

Pt

tj. je rovna rychlosti takového modelu rovnomérného pohybu télesa, pii
kterém by téleso urazilo stejnou celkovou drahu s za tutéz dobu t. Od-
tud pro zadané numerické hodnoty drdhy s = 210 km a ¢asu ¢t = 2,5 h
dostavame, ze prumérna rychlost automobilu byla

, _ 210km
P 25h

=84 km-h~'.

Pozndmka. Protoze primérnou rychlost automobilu pocitdme jako podil
ujeté drahy s a doby t, za kterou byla ujeta, je zifejmé, Ze pii kazdém
zdrzeni, tj. prodlouzeni doby ¢, se pramérna rychlost snizi.

Analogickd aplikacni dloha o vypoctu prumérné spotieby automobilu:
Auto ujelo 420 km a spotiebovalo pfi tom 29 1 benzinu. Jaka byla jeho
prumeérna spotieba na 100 km?

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze jizda automobilu je zpravidla nerovnomérna,
jeho spotfeba pohonnych hmot (benzinu, nafty) je pak téz nerovnomérna
v pribéhu jizdy. Pfitom spotrebou motorového vozidla se rozumi objem V/
spotfebované pohonné hmoty (paliva motoru) vyjadifeny v litrech. Pro
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vyjadfeni ekonomicnosti a cenové naroc¢nosti provozu motorového vozidla
je zaveden a pouzivan udaj tzv. prumérné spotreby motorového vozidla
na 100 km jizdy. Jeho definice vychazi z toho, Ze se skuteény (nerovno-
mérny) pohyb vozidla nahradi modelem rovnomérného pohybu vozidla se
spotfebou V' paliva pfimo imérnou draze s ujeté vozidlem: V = ks, kde
konstanta k je koeficient této pfimé tmeérnosti (k = % predstavuje spo-
tfebu paliva na 1 km). Spotieba paliva na dréze 100 km je pak % -100 km.
Na zakladé tohoto matematického modelu se pro spotfebu paliva pfi jeho
skutetné (nerovnomérné) jizdé vozidla zavadi pojem priumérné spotieby
paliva na 100 km jizdy takto: Primérna spotreba V, paliva motorového
vozidla (v litrech) na 100 km jizdy pii jeho celkové spotfebé V' (v litrech)
na draze s (v km) je definovina vzorcem

1%

(Lze ji téz vyjadiit ve formé poméru V, : V = 100 km : s, tzv. trojélen-
kou.) Odtud pro zadané numerické hodnoty drdhy automobilu s = 420 km
a celkové spotfeby benzinu V' = 29 | dostavame, Ze prumérna spotieba
automobilu na draze 100 km byla

291
P 490 km

100 km = 6,9 1.

V ¢lanku [11] byl popsén a doporucéen alternativni postup FeSeni této
ulohy (a dal$ich numericky zadanych tloh) zaloZeny na uziti ,strategie
analogie“. Strucné lze tento postup feSeni vyjadrit takto: V daném nu-
merickém zadani feSené ulohy se Ciselné tdaje nahradi vhodnymi jedno-
dussimi (,,pratelstéjsimi“) ¢isly. Nalezne se FeSeni tilohy s timto zjednodu-
Senym Ciselnym zadanim. V nalezeném algoritmu jejiho feSeni se nahradi
pozménéné ciselné daje ptvodnimi Ciselnymi tdaji a tim se uréi reseni
tlohy v ptivodnim znéni. Takto pro vyse zadanou slovni llohu o primérné
spotfebé automobilu se v ¢ldnku [11] nejprve fesi ,analogickd dloha® se
vhodné zjednodusenym ¢iselnym zadanim: Auto ujelo 200 km a spotiebo-
valo pfi tom 16 1 benzinu. Jaka byla jeho primérna spotieba na 100 km?
Vysledek feseni této tlohy je zfejmy — priamérnd spotieba auta na 100 km
¢ini 8 litrit benzinu, pficemz podle [11] jeho vypodet se d4 zrekonstruovat

takto:
16
200
100

=8
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a po navratu k ptavodni dloze se ta vyfesi stejnym zptisobem:
29 .
a0 — 69
100

K tomuto postupu feseni pfipojme nékolik zésadnich pfipominek: Reseni
tlohy pomoci analogie (zaloZené na zjednoduseni jejiho ¢iselného zadéni)
neni zadnou jeji alternativni vypocetni metodou. Ptivodni tloha i ,analo-
gické 1loha“ jsou feSeny v podstaté toutéz vypocetni metodou. V piipadé
tlohy o primérné spotiebé auta na 100 km je metoda vypoctu zalozena
na (vySe popsaném) predpokladu pfimé Gmeérnosti spotfeby auta a ujeté
drahy, pficemz vypocet primérné spotieby mize byt realizovan raznymi
ekvivalentnimi zptdsoby, napf. uzitim trojclenky. Zapis vysledku vypoctu
ve tvaru slozeného zlomku je jen jednim z moznych ekvivalentnich vyjad-
feni. Prakticky vypocet Feseni v ,analogické tiloze“ a v puvodni tloze se
lis jen v tom, Ze zatimco v prvnim pfipadé se snadno provede zpaméti,
ve druhém priipadé se obvykle uskute¢ni s pouzitim kalkulatoru. Zaroven
je tfeba zddraznit, ze v aplikac¢nich tlohach se maji vypocty provadét ni-
koliv jen s ¢iselnymi hodnotami tdajt (veli¢in), ale s hodnotami veli¢in,
tj. vCetné jejich jednotek. A ve vyuce fyziky jsou Zaci vedeni k tomu, aby
feseni fyzikalnich tloh provadéli nejprve obecné a teprve poté do obecného
vysledku dosazovali dané numerické hodnoty veli¢in.

Pri feSeni aplikacnich tiloh uzitim strategie analogie je vzdy nutné ana-
lyzovat tlohu nejen z matematického hlediska, ale téz ji spravné interpreto-
vat z aplika¢niho hlediska. V nasledujicim piikladu ilustrativné ukazeme,
jak uziti analogie nespravné z tohoto hlediska vede k chybnému feSeni
aplika¢ni tlohy. Ulohy z tohoto piikladu jsou obsazeny v 8. upraveném
vydéani knizni publikace Béloun, F. a kol.: Sbirka tloh z matematiky pro
zékladni skolu (Prometheus, Praha 2010) v kapitole o slovnich tGlohach na
str. 113-115, vysledky tloh jsou uvedeny na str. 245.

Priklad 6

Slovni iloha o smési caji: Ze dvou druht ¢aje v cené 160 K¢ a 220 K¢
za 1 kilogram se méa pfipravit 20 kg smeési v cené 205 K¢ za 1 kilogram.
Kolik kilogramu kazdého druhu ¢aje bude tfeba smichat?

Reseni. Ozna¢ime hledané hmotnosti prvniho a druhého ¢aje po fadé mq,
ma, jejich dané ceny za 1 kilogram ¢; = 160 Ké/kg, co = 220 Ké/kg,
hmotnost smési mg = 20 kg a jeji cenu za 1 kilogram cs = 205 Ké&/kg.
Sestavime soustavu dvou linearnich rovnic pro nezndmé msy, mo, z nichz
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prvni vyplyva z fyzikalniho zdkona zachovani hmotnosti a druhé vyjadiuje,
ze soucet celkovych cen smichavanych ¢aji ma byt roven celkové cené jejich
smeési:

m1 + mg = mg,

c1mi + camo = c3Mms

ReSenim této soustavy rovnic dostavame

C2 —C3

my = ms,
C2 —C1
3 —C

mo = —— M3
C2 —C1

a odtud numericky po dosazeni
-20 kg = 5 kg,
-20 kg = 15 kg.

Analogickd tiloha o slitiné kovi: Ze dvou kovi s hustotami 7,4 g-cm ™3
a 8,2 g-cm ™3 mame piipravit 0,5 kg slitiny s hustotou 7,6 g - cm~3. Kolik

gramil kazdého kovu je k tomu zapotiebi?

Reseni. Ozna¢ime hledané hmotnosti prvniho a druhého kovu po fadé m1,
mea, jejich hustoty p; = 7,4 g-cm™3, py = 8,2 g - cm ™2, hmotnost slitiny
ms = 500 g a jeji hustotu p3 = 7,6 g- cm™3. V citované sbirce tloh byla
sestavena pro neznamé mq, ms soustava dvou linearnich rovnic formalné
analogického tvaru k rovnicim z predchozi dlohy:

mi + mg = ms,

p1M1 + p2ma = p3ms

Resenim této soustavy rovnic pro nezndmé mj, my obdobné jako v pred-
chozi tloze dostavame

P2 — P3
my = ——— M3,

P2 — pP1
ma = PP ms3

P2 — pP1
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a odtud numericky po dosazeni

mp=--500g=2375g,

mo = —-500g =125 g.

NN U

Toto Feseni (uvedené ve vysledcich sbirky tloh) je vSak chybné, protoze
pro slitiny (a pro roztoky) druh4 z rovnic soustavy neplati (nemé fyzikalni
smysl). Danou tlohu lze Fesit prostfedky skolské matematiky pouze apro-
ximativné tak, Ze druhou rovnici soustavy nahradime pfiblizné platnou
rovnici pro objemy obou kovi a jejich slitiny Vi, Vo, Va:

my + mo = ms,
m m m
Vi + Vo = V3, neboli a2 T
P1 P2 3

Resenim této soustavy rovnic pro neznamé my, msy dostavame

my=L. P27
P3 P2 —pP1
P2 P3—P1
mg = —- ms3
pP3 P2 — pP1

a odtud numericky po dosazeni

mi = 365,13 g, mo = 134,87 g.

Uziti strukturnich analogii ve vyuce matematiky

Necht jsou ddny mnoziny M1, Ms, jez maji po fadé odpovidajici analo-
gické vlastnosti vy, vy ¢ili jsou zaddny dvé matematické struktury (My,v1),
(Mg, v2). Jestlize existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni f mnoziny M;
na mnozinu Ms, které zachovava jejich vlastnosti vy, vs, pak toto zobra-
zeni f se nazyva izomorfni zobrazeni nebo kratce izomorfismus a (My, v1),
(M3, v2) se nazyvaji izomorfni matematické struktury vzhledem k vlastnos-
tem v1, vy. Pokud vlastnosti vy, ve jsou v jistém smyslu analogické, potom
izomorfni matematické struktury (My, v1), (M2, ve) pedstavuji strukturni
analogie mezi mnozinami My, Ms.

Specidlné se rozlisuji dva typy izomorfismu:
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1. Je-li v; = Ry a v2 = Ry, kde Ry a Ry jsou po fadé urcité (dané) relace
mezi prvky mnozin M; a My, pak jde o izomorfismus f zachovdvajict
relace Ry, Rs.

2. Je-li vy = O1 a vy = Oy, kde O7 a O3 jsou po fadé uréité (dané) operace
pro prvky mnozin M; a My, pak jde o izomorfismus f zachovdvajici
operace O1, Os.

V nasledujicich dvou prikladech uvedeme nékteré vyznamné izomor-
fismy (strukturni analogie), které nalézaji siroké uplatnéni ve skolské ma-
tematice.

Priklad 7

TIzomorfismus (strukturni analogie) zachovdvajici relace:

(R, R1) a (E1, R2) kde Ry je relace usporadani (<) na mnoziné R (oboru
redlnych ¢isel) a Ry je analogickd relace uspofddani na mnoziné E; (eu-
kleidovském prostoru dimenze 1, tj. p¥imce),

(R,d(a,b)) a (Ei,d(A,B)), kde d(a,b) = |a — b| je metrika v R a
d(A, B) = |AB| je metrika v E;; na obou téchto izomorfismech je zalo-
zeno geometrické znazornovani realnych cisel na ciselné ose.

(Rzad(aab)) a (Ede(AvB))a kde a = [ahaQ]v b = [blabﬂv d(avb) =
= /(a1 — b1)% + (az — b2)? je metrika v R? a d(A, B) = |AB| je metrika
v roviné E,.

(R3,d(a,b)) a (E3,d(A, B)), kde a = [a1, az,as], b = [b1, ba, b3, d(a,b) =
= /(a1 —b1)2 + (a2 — b2)? + (a3 — b3)? je metrika v R3 a d(4, B) = |AB]
je metrika v roviné Eg.

Ve vSech uvedenych piipadech izomorfismii f pfitom plati d(a,b) =
= d(AB), tj. zobrazeni f jsou izometrickd a pomoci této izometrie se
prechazi od geometrického prostoru E,, k jeho aritmetickému modelu R™
(n=1,2,3, R! = R), coZ je vyuzivano v analytické geometrii pii sourad-
nicovém vyjadfeni bodu v roviné, resp. v prostoru.

Priklad 8

TIzomorfismus (strukturni analogie) zachovdvagici operace:

(RT,-) a (R, +), kde R* je mnoZina vsech kladnych &sel s operaci néso-
beni a R obor realnych ¢isel s operaci s¢itani; tento izomorfismus f ziejmé
reprezentuje logaritmickou funkci.

(C,+) a (G,+), kde C je obor komplexnich ¢isel s operaci s¢itani a G je
rovina se zavedenou kartézskou soustavou soufadnic bodu s definovanou
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operaci jejich scitani; na tomto izomorfismu f je zalozeno geometrické
znazorfiovani komplexnich ¢isel v Gaussové roviné G.

(Vy,+) a (Vo,+), kde V; je vektorovy prostor geometrickych vektort
v roviné, resp. v prostoru s definovanou operaci séitani a V, je vekto-
rovy prostor aritmetickych vektor dimenze 2, resp. 3, tj. V, = R2, resp.
V, = R? s definovanou operaci s¢itani; tento izomorfismus f je vyuzivin
v analytické geometrii linedrnich geometrickych atvari.
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