Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvaddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 249 a 250 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 249

V ramci méstského tanec¢niho festivalu vstoupilo i pét divéich tane¢nich
krouzkt: hanacky, valassky, romsky, slovensky a ukrajinsky. Vystoupeni
se velmi libila, ale neslo o soutéz. Jitka s Bétkou si vSak Tekly, ze si stanovi
vysledné poradi alespon pro sebe. Zacaly tim, ze hanacky krouzek daji vys
nez valassky, a rovnéz ze romsky daji vys nez ukrajinsky. V této chvili je
opustme.

Stanovte, kolik je moznych riaznych vyslednych potradi za téchto dvou
zadanych podminek, jestlize navic uvazime, ze na nékterych mistech muaze
byt i vice nez jeden krouzek.

Stanislav Travnicek

Uloha 250
Uvnitf ¢tverce ABCD lezi bod P, pro ktery plati |AP| =1, |[BP|=2a
|CP| = 3. Dokazte, Ze bod P’ soumérné sdruzeny s bodem P podle pfimky
AB lezi na kruznici opsané ¢tverci ABCD.
Jozef Mészdros

Déle uvadime feseni tloh 245 a 246, jejichz zadani najdete ve tietim
Cisle tohoto (26.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 245
Urcete vSechny funkce f: R — R, které pro vSechna realna cisla x
vyhovuji rovnici
f(2z) + f(—22) = z(f(3z) + 2?).
Jozef Kalinowski (Kalety)

Reseni. Dosazenim z = 0 dostaneme 2f(0) = 0, tedy f(0) = 0. Necht
t je libovolné nenulové realné c¢islo. V dané funkcionalni rovnici polozme
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nejprve r =t a poté x = —t, dostaneme

F(2t) + f(=2t) = t(f(3t) + t*),
f(=2t) + f(2t) = —t(f(-3t) — t°).

Jelikoz levé strany obou rovnic jsou stejné, dostaneme porovnanim jejich
pravych stran po vydéleni nenulovym ¢islem ¢ rovnost —f(3t) = f(—3t).
JelikoZ tato rovnost plati pro libovolné redlné ¢islo ¢ (uzitim jiz dokdzaného
f(0) = 0), plyne odtud, Ze funkce f je licha.

Levéa strana zadané rovnice je tak rovna 0 a proto pro = # 0 plati

f(3x) = —.133,
coz opét spolu s f(0) = 0 dava, ze pro vSechna realna ¢isla x plati

fl@) = =577 (1)

Zkouskou snadno ovérime, Ze tato funkce je opravdu fesenim dané funkci-
onalni rovnice.
Tedy existuje jedina funkce f majici dané vlastnosti, je to funkce 1.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Vojtéch David z WG v Ostravé-Porubé, Matéj Do-
lezdlek z G v Humpolci, Viktor Fukala a Jakub Petr, oba z GJK v Praze 6,
Parléfova, Karel Chwistek z MG v Opavé, Dalibor Kramdr z G v Brné-
Reckovicich, Adam Kvivka z CMGaSOPS v Brné, Tomds Krizdk z GMK
v Bilovci, Karolina Kucerovd z G v Ceském Krumlové, Lucie Kundra-
tovd z GaJS ve Zling, Tomds Sourada z G v Zamberku a Petr Zahradnik
z GaSOSDVS v Usti nad Labem.

Uloha 246
Kruhovy ter¢ s primérem 12 zasidhlo 10 sipti. Rozhodnéte, zda vzdale-
nost mezi kazdou dvojici $ipi mize byt aspor 5.
Pavel Calabek

Resent. Kolem kruhu s vhodné zvolenym priimérem d rovnomérné rozmis-
téme 8 s nim shodnych kruht dle obrazku tak, aby pokryvaly cely terc
s prumérem 12. Pokud ukazeme, ze d < 5, budou podle Dirichletova prin-
cipu aspon dva z 10 8ipi lezet uvnitf téhoz kruhu a tedy jejich vzdalenost
bude mensi nez 5.
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Nyni nerovnost d < 5 dokdzeme. Oznac¢me podle obrazku O stfed terce
a soucasné stfed stfedniho kruhu, S stfed jednoho z krajnich kruhu a
U prusecik jejich hranic. Tento prusecik lezi souCasné na hranici s nim
sousediciho kruhu a druhy prinik jejich hranic ozna¢me 7. Ze symetrie
podle pfimky OU plyne, ze body O, U a T lezi na téze primce. Navic
plati |OU| = |US| = |ST| = 1d. Z rovnomérnosti rozmisténi plyne, ze
velikost thlu SOU je ﬁ 360° = 22,5°, tedy velikost vnitiniho dhlu pii
vrcholu U proti zdkladné OS rovnoramenného trojahelniku OU S je 145°
a rovnoramenny trojuhelnik UST je tak pravouhly. Odtud jiz plyne

112 =|0T| = [OU| +|UT| = 3d+ 1vV2d = 1 (1 + V2)d.
Dokazovana nerovnost d < 5 je tak ekvivalentni po fadé s nerovnostmi
12 < (1+V2)5=5+5V2,
7 < 5V2,
7? =49 <50=2-5%
Protoze posledni nerovnost plati, dokazali jsme, Ze pokud ter¢ zasahne
alespon deset $ipi, vzdalenost mezi nékterymi dvéma bude mensi nez 5.

Spravna feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky, Matéej Dolezdlek z G
v Humpolci, Viktor Fukala a Jakub Petr, oba z GJK v Praze 6, Parlétova,
Dalibor Kramdy z G v Brné-Reckovicich, Adam Kvivka z CMGaSOPS
v Brné, Karolina Kucerovd z G v Ceském Krumlové, Lucie Kundratovd
z GaJS ve Zliné a Tomds Sourada z G v Zamberku.

Netplné feseni zaslal Frantisek Jachim z Volyné.

Pavel Caldbek
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