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Cilem c¢lanku, ktery je urcen pfedevsim stfedoskolskym uciteliim ma-
tematiky, ktefi pracuji s nadanymi zaky, je prezentace spirdini podob-
nosti — specidlniho zobrazeni v roviné sloZzeného z otoceni a stejnoleh-
losti. V ¢lanku jsou uvedeny nékteré jeji zédkladni vlastnosti a déle apli-
kace pri efektivnim feSeni nékterych urcovacich a dikazovych planimet-
rickych tloh. Jeho vyznamnou soucasti je soubor feSenych i nefesenych
uloh, které s danou tématikou tizce souviseji. K pochopeni uvedené pro-
blematiky nejsou potiebné znalosti presahujici rdmec uciva stfedoskolské
matematiky.

Definice (spirdlni podobnost)

Necht R(H, ) je otoéeni v roviné se stfedem H a orientovanym thlem ¢
a H(H, k) necht je stejnolehlost v téze roviné se stfedem H a koeficientem
k # 0. Slozené zobrazeni R(H, ¢) o H(H, k) nazgvime spirdlni podobnost
a znaéime jej S(H, k,y). Bod H nazveme stfedem spirdlni podobnosti.
Rekneme, ze atvary U, U’ jsou spirdlné podobné, existuje-li spiralni po-
dobnost S, ktera zobrazi utvar U na U’, tj. S: U — U’ (obr. 1).

Spiralni podobnost je tedy reprezentovéna usporadanou trojici (H, k, )
a opacné — zadanim této trojice je spiralni podobnost jednozna¢né urcena.

Pozndmka 1. Protoze slozeni stejnolehlosti a otodeni (v roving) s tymz
stfedem je komutativni, tj. plati

H(H, k) o R(H, ¢) = R(H, ) o H(H, k),
1ze spiralni podobnost zavést analogicky s opa¢nym potfadim obou sklada-

nych zobrazeni, viz obr. 2.
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Obr. 2

Pozndmka 2. Kazdé dva piimo podobné®) utvary v roviné jsou zobrazeny
jeden na druhy pomoci spiralni podobnosti nebo posunuti. Uvedené tvrzeni
je mozno najit napf. v [1].

Vlastnosti spiralni podobnosti

Spiralni podobnost S(H, k, ¢) je pfima podobnost a ma tedy vSechny
vlastnosti podobnych zobrazeni. Jejim (jedinym) samodruznym bodem je
stfed H. Specialnimi p¥ipady spiralni podobnosti jsou tak

e stejnolehlost H(H, k), jestlize ¢ = n - 360°, kde n je celé &islo;
e otoéeni R(H,p), jestlize k = 1.

Nasledujici tvrzeni jsou Casto uzivana pfi feseni konkrétnich tloh.

U P#md podobnost rovinnych utvari je definovana analogicky jako piima shodnost,
tj. zachovava orientaci znaceni vrchold libovolného trojuhelniku, viz napt. [3].
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Véta 1 (o jednozna¢ném urceni spirdlni podobnosti)

Necht A, B, C, D jsou po dvou rtizné body v roviné, které nejsou vrcholy
rovnobézniku. Pak existuje pravé jedna spirdlni podobnost S takova, ze
S:A—C,B—DaAB — CD.

Duikaz tohoto tvrzeni je mozno najit napt. v [4].

Pozndmka 3. Tvrzeni véty 1 lze rozsifit na vsechny polohy bodu A, B, C,
D v roviné s vyjimkou pfipadu, kdy ABDC' je rovnobéznik (v takovém
pripadé je uvazované zobrazeni posunutim, které neni specialnim pfipadem
spirdlni podobnosti).

Nasledujici dvé véty zde uvadime bez dikazi. Zajemci z fad ¢tenari
mohou dikazy obou vét najit nap¥. v [2].

Véta 2 (duplicita spirdlni podobnosti)

Necht A, B, C, D jsou po dvou rtzné body v roviné a H bod této
roviny takovy, Ze spirdlni podobnost S se stfedem H zobrazuje tse¢ku AB
na CD. Pak existuje spirdlni podobnost &’ s tymz stfedem H zobrazujici
use¢ku AC na BD (obr. 3).

C

Obr. 3

7 praktického hlediska popisuje vySe uvedena véta skutecnost, ze ke
kazdé spiralni podobnosti zobrazujici AHAB na AHCD existuje rovnéz
(jind) spirdlni podobnost zobrazujici AHAC na AHBD. Na obr. 3 jsou
uvedeny dva z moznych ptipadt polohy bodua A, B, C, D v roviné.

Nasledujici véta poskytuje navod, jakym zptsobem lze pro dva podobné
Utvary v roviné urcit stfed H spiralni podobnosti, jez prevadi jeden ttvar
na druhy.
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Véta 3 (konstrukce stiedu spirdlni podobnosti)

Necht ABCD je étyfahelnik, v némz AC N BD = {R}. St¥ed spiralni
podobnosti zobrazujici AB na CD je priise¢ik H (H # R) kruznic opsa-
nych trojuhelnikim ABR a C'DR. Maji-li tyto kruznice pravé jeden spo-
leény bod (dotykaji-li se), pak H = R (obr. 4).

e . C

Obr. 4

K predchozi vété uvadime na obr. 4 dva pripady ctyruhelnikt s vrcholy
v bodech A, B, C, D. Uvedené poznatky jsou postacujici pro feseni tloh
prezentovanych v tomto ¢lanku, a mizeme tak prejit k redlnym aplikacim
spirélni podobnosti.

Aplikace spiralni podobnosti pfi FeSeni konkrétnich aloh

Dale prezentujeme praktické uziti spiralni podobnosti. Uvadime Ctyti
feSené tlohy na které navazuje série tloh nefesenych. K feseni uzivame
vlastnosti uvedené vyse a bézné zndmé geometrické vztahy.

Uloha 1

Je dan trojuhelnik ABC a bod P lezici na oblouku kruznice opsané
trojihelniku ABC mezi vrcholy B a C, na kterém nelezi vrchol A. Paty
kolmic z bodu P k jeho strandm BC a AC ozna¢me po fadé X a Y. Je-li M
stfed usecky AB a N stied tsecky XY (obr. 5), pak plati [ M N P| = 90°.
Dokazte.

Reseni. Nejprve najdeme vhodnou spirélni podobnost. Ze zadani plyne, Ze
plati [t PX B| = |t PYA|. Navic body A a B lezi na oblouku kruznice nad
useckou CP, tudiz |[XCAP| = |XCBP)|, proto jsou trojuhelniky BPX a
APY podobné. Pak existuje pravé jedna spiralni podobnost S takova, zZe
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Obr. 5

S: BX — AY (viz véta 1). Vyuzitim duplicity spiralni podobnosti (véta 2)
existuje spiralni podobnost S’: BA — XY . Ze zachovani déliciho poméru
té2 M - N v &', tedy i BM — XN v S'. Opétovnym uzitim duplicity
dostaneme S: BX — MN, z ¢ehoz plyne podobnost trojuhelniki BPX
a MPN. Odtud je zfejmé, ze |[X M N P| = 90°, coz jsme chtéli dokdzat.

Uloha 2

Ctverce ABCD a A’ B'C'D' pfedstavuji dvé mapy stejného tizemi s riiz-
nymi méfitky. Ctverec A’B’C'D’ je vepsan do ¢tverce ABCD a piedsta-
vuje mapu s mensim méfitkem. Dokazte, Ze existuje pravé jeden bod P
v této roviné, ktery soucasné reprezentuje totéz misto na obou mapéch a
urcete ho.

Reseni. Nejprve dokdzeme existenci bodu P a jeho jednozna¢nost. Mapy
ABCD, A'B'C'D’ pfedstavuji dva neshodné ¢tverce, tj. jsou spirdlné po-
dobné (viz pozn. 2). VSechna podobné zobrazeni, kterd nejsou shodnosti,
maji samodruzny bod (a to jediny), kterym je zde pravé bod P.

Polohu bodu P uré¢ime pomoci véty 3. Z vlastnosti spiralni podobnosti
je bod P stfedem spirdlni podobnosti zobrazujici ABC'D na A’B'C'D’,
coz podle véty 3 o konstrukci stfedu spirélni podobnosti znamena, ze je-li
R prinik pfimek AA’ a BB’, je bod P druhym prisec¢ikem obou kruznic
(riznym od R) opsanych trojihelnikim ABR a A’B’R (obr. 6).

Uloha 3 (26. Italska MO, 2010)
Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, ve kterém |[XCAB| = [XCDA|
a |[XBCA| =[x ACD|. Dale necht M znadi stied usecky AB. Dokazte, ze
plati
|XBCM| =|xDBA|.
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Obr. 6

Reseni. Jelikoz |[CAB| = |[<CDA| a |XBCA| = | ACD], jsou troj-
tthelniky ABC a DAC podobné, tj. spirdlné podobné v § (viz pozn. 2) se
stfedem C'. Ze zachovéni délictho poméru (M = Sap, N = Spa) plyne téz
S(M) = N, a tedy S: BM — AN. Uzitim duplicity spirdlni podobnosti
(véta 2) S': BA — MN, kde stiedem této spiralni podobnosti S’ je opét
bod C. Je tedy ANMC ~ NABC.

Z obr. 7 je patrné

[XAMN| + X NMC| + |<CMB| = 180°

a také
|XBCM|+ |XMBC|+ |[«xCMB| = 180°.

Obr. 7

Z podobnosti trojuhelnikit NMC a ABC plyne |[XNMC| = | MBC|,
a tudiz z poslednich dvou rovnosti pak obdrzime |[XBCM| = |[X AMN].
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Vzhledem k tomu, Ze tisecka M N je stfedni pfickou v trojuhelniku ABD,
plati
[XAMN| = |XDBA],

a proto |X BCM| = [ DBA]|, coz jsme chtéli dokazat.

Uloha 4 (Ptolemaiova véta)

Dokazte tvrzeni: Necht ABCD je tétivovy ¢&tyfuhelnik. Oznacime-li
délky jeho stran AB, BC, CD, DA po tadé a, b, ¢, d a délky thlopii-
¢ek AC, BD po tadé e, f, pak plati

ac+bd = ef.

Reseni. Nejprve uréime vhodnou podobnost dvou trojihelnikfi. Podle
predpokladu je ¢tyituhelnik ABC'D tétivovy, tedy body B, C' lezi na stej-
ném kruznicovém oblouku AD (obr. 8), proto [X ABD| = | ACD|. Oznaé-
me P bod uhlopficky BD, pro ktery plati |[<CAD| = | BAP).

7 véty uu o podobnosti trojahelnikia tak plyne S: AABP — AACD.
Vyuzitim duplicity spiralni podobnosti (véta 2) ihned dostavame také po-
dobnost trojihelnikt ABC a APD, tj. 8': NAABP — NACD. Z obou
vyse uvedenych podobnosti pak dostavame

|AB| _|BP| |AD| |PD|
|AC| |CD|’ |AC| |BC|’

tj. |[AB|-|CD| = |AC|-|BP), |AD| - |BC| = |AC| - |PD].
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Se¢tenim obou poslednich rovnosti ziskame po tpravé
|AB| - |CD[ +|AD| - |BC| = [AC| - (|BP| + |PDI|) = |AC| - |BD)|,
coz (pfi zavedeném znaceni) znamend ac+bd = ef. Tim je dikaz ukoncen.

Dale ¢tenaftim nabizime ¢tyfi nefeSené tilohy k procvic¢eni uvedené pro-
blematiky. Ke kazdé z nich pfipojujeme navod k jejich reseni.

Uloha 5

Jsou dany dvé rovnobézky a bod O, ktery lezi na ose pasu jimi omeze-
ného. Vedeme-li v téze roviné bodem O pfimku p ridznobéznou s danymi
rovnobézkami, protne je postupné v bodech X a Y. Necht Z je vrchol rov-
nostranného trojuhelniku XY Z. Otoc¢ime-li pfimku p v rotaci se stfedem O
o plny thel, opiSe vrchol Z uvazovaného trojuhelniku jistou mnozinu bodi.
Urcete tuto mnozinu.

[NAvOD. Pro konkrétni polohu trojuhelniku XY Z lze urcit spirdlni po-
dobnost zobrazujici vrcholy X nebo Y na vrchol Z. Pomoci vlastnosti
podobnych zobrazeni lze ur¢it hledanou mnozinu bod.]

Uloha 6 (Simsonova piimka)

Necht ABC je dany trojuhelnik a P je libovolny bod na kruznici opsané

trojahelniku ABC'. Necht X, Y, Z jsou paty kolmic z bodu P po fadé na
strany AB, BC a AC. Dokazte, ze X, Y, Z lezi na jedné pfimce, tzv.
Simsonové ptfimece.
[NAvoD. Pro ptipad, kdy P je identicky s jednim z vrcholt trojtihelniku
ABC, je vlastnost zfejma. V opa¢ném pfipadé lze bez jmy na obecnosti
uvazovat polohu bodu P na oblouku kruznice opsané trojuhelniku ABC
mezi body A a B, na kterém nelezi vrchol C. Z vlastnosti tétivovych
¢tytahelnika je mozno dokdzat podobmnost trojuhelniki PAZ a PBY a
néasledné vyuzitim duplicity spirdlni podobnosti (véta 2) uréit zobrazeni
piimky AB na ZY. Dokazte, 7e bod X néalezi pfimce ZY.]

Uloha 7 (USA TST 2000)

Necht ABCD je tétivovy ¢tyftuhelnik, bod P je prisecik jeho tthlopiicek
a E, F jsou po fadé paty kolmic z bodu P na strany AB, C'D. Necht bod K
je stied strany BC a L stied AD. Dokazte, ze EF' 1 KL.
[NAvoD. Jelikoz ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik, jsou trojihelniky ABP
a CDP podobné. Zobrazime-li bod P v osové soumérnosti s osou CD,
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pak lze pomoci spirdlni podobnosti dokézat podobnost trojuhelniki ABP
a LKF. Analogicky lze dokazat podobnost trojihelniki CDP a KLE.
Kolmost KL a EF plyne ze shodnosti trojihelniktt LKF a LKE.|

Uloha 8
Necht ABC' je pravouhly trojihelnik s pravym dhlem p¥i vrcholu C,
déle necht M je stfed strany AB a D je takovy bod strany BC, Ze plati

ICD| = |CM].

Ozna¢me P (P # B) prisecik kruznic opsanych trojihelnikiim BCM a
BDA. Dokazte, ze P lezi na ose uhlu ABC.

[NAvOD. Podle véty 3 existuje ,vhodna* spirdlni podobnost S. Uzitim du-
plicity (véta 2) pak S’: AM — DC. Jelikoz body A a C lezi na kruznici se
stfedem M, jsou tsecky AM a DC shodné. Na zavér uplatnime vlastnosti
vysek trojuhelniku.]

Dalsi poznatky o spiralni podobnosti

Zavérem tohoto prispévku uvadime pro zadjemce dalsi zajimava tvrzeni,
ktera izce souviseji s vyuzitim spiralni podobnosti pti feseni fady dalsSich
planimetrickych tloh. Konkrétni priklady aplikaci a zadani loh souvise-
jicich s tématikou je mozno nalézt v [2] a [5].

Pfimym dusledkem véty 3 je napf. nasledujici tvrzeni.

Véta 4

Jsou-li v roviné tsecky AB a C'D spiralné podobné vzhledem ke stiedu H
a pruseéik R pfimek AC a BD je rizny od bodu H, pak jsou ¢tyfuhelniky
ABHR a CDHR tétivové.

Se spiralni podobnosti je tizce spjat mj. také tzv. Miqueliv bod ctyr-
thelniku? , viz nasledujici véta.

Véta 5 (Miqueltiv bod étyfuhelniku)

Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik, v némz plati AB N DC = {Q},
AD N BC = {R}. Kruznice opsané trojuhelnikim AQD, BQC, ARB,
DRC se protinaji v jediném bodu M, tzv. Miquelové bodu ¢tyiuhelniku
ABCD (obr. 9).

Poznamka 4. Uvazované kruznice ve vété 5 se nazyvaji Miquelovy kruznice.

2)Zavedeni pojmu lze dohledat napf. v [4].
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Obr. 9

Vztah Miquelova bodu ke spiralni podobnosti prezentuje nésledujici
tvrzeni.

Véta 6

Necht M je Miqueltv bod &tyfthelniku ABCD. Pak M je stied spi-

ralnich podobnosti zobrazujicich AB — DC, AD — BC.

Véty 5 a 6 jsou piimymi dtsledky véty 2 o duplicité spirdlni podobnosti
a véty 3 o konstrukci stiedu spirdlni podobnosti.
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