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Hornerovo schéma, nesouci jméno britského matematika Williama Ge-
orge Hornera zijictho na konci 18. a na zacatku 19. stoleti, je nazev al-
goritmu slouziciho mimo jiné k relativné efektivnimu urcovani funkénich
hodnot polynomt. Ackoliv se muze zdat, ze Horner byl tim, kdo tento
postup objevil, neni tomu tak. Jiz ve 13. stoleti byla obdobna metoda
pro praci s polynomy znama ¢inskym matematiktim. Horner ji o 500 let
pozdéji pouze uvedl do evropské matematiky [1, 2].

Zavedeni Hornerova schématu

Pred samotnym predstavenim Hornerova schématu a jeho aplikace uved-
me nékolik tvrzeni, z nichz budeme vychéazet. Pfitom v dalsim textu bu-
deme pfedpokladat, Ze se nachdzime v oboru integrity (7[z],+,-), kde
(T, +,-) je nékteré z komutativnich ¢iselnych téles.

Mé&jme dva polynomy f(z) # 0 a g(x), kde st[g(x)] > 1, pak je ziejmé,
7e existuji dva polynomy Q(z) a R(z) takové, ze plati

f(x) = Q) - g(z) + R(x).

Pfitom navic vyzadujeme, aby platilo R(x) = 0, anebo st[R(z)] < st[g(z)].
Oba polynomy Q(x) a R(zx) jsou pak urceny jednoznacné.

Pokud by polynom g(x) byl pouze linedrni, pfesnéji normovany do tvaru
g(z) = © — a, bude podle pfedchoziho tvrzeni platit

f(z) = Q(z) - (z — a) + R(x),
kde R(z) = 0, anebo st[R(z)] = 0. Z téchto podminek plyne, ze polynom

R(x) je pouze konstanta a mizeme provést preznaceni R(z) = 7.
Po dosazeni tedy obdrzime rovnici
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ze které jiz bezprostiedné plyne f(a) = r. Tim se dostdvame k tzv. vété
Bézoutove:
1) Jestlize pro polynom f(z) plati f(x) = Q(z) - (x — &) + r, potom
hodnota tohoto polynomu v bodé « je f(a) = 7.
2) Bod « je nulovym bodem polynomu f(z), pravé kdyz polynom = — «
déli polynom f(z).

Je zfejmé, Ze ovéfeni zminéné délitelnosti polynomu f(z) polynomem
g(x) = x — «, popfipadé urceni funkéni hodnoty polynomu f(x) v bodé «
nemusi byt jednoduchou zalezitosti. V prvnim pfipadé je nutné provést
déleni polynomu polynomem, ve druhém dosadit hodnotu a. Cely proces
jde ale celkem dobfe zjednodusit a zapsat jej pravé pomoci Hornerova

schématu.
Postaci, kdyz v rovnici

polozime

f(@) = ana™ + ap_12™ ..+ a2’ + arz + ap

Q(.’L’) = bn,1$7l_1 + bn72$n_2 +...+ b21’2 + bll’ + bo.

Po dosazeni dostavame

Anx™ + an_12" P 4 . asx® a1z +ag =
= (bp_12"F F bpox™ % 4 ..+ byx? 4 by + Do) - (r—a)=
= bn,lx"—i—(bn,g—abn,l)x"_l—i—. . .+(bl—ab2)x2+(b0—ab1)m1+(r—ab0).
Porovnanim koeficientti prislusnych mocnin proménné x dostavame sou-
stavu rovnic pro neznamé koeficienty polynomu Q(z) a pro nezndmou kon-
stantu r, kdyZ koeficienty polynomu f(z) povazujeme za dané parametry.
p =bp_1 = by_1=ayn
Op—1 =bp_g —aby_1 = byp_o=an_1+abp_
p2=by 3—ab, 2 =b, 3=a,_2+ab, 2

as = by — aby = by = as + abs
(Il:bo*abléb():al*}*abl

ag =1 —aby =1 = ag + aby
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Rovnice z pravého sloupce jiz jen zapisme piehlednéji do tabulky, kterou
v prubéhu algoritmu budeme postupné zapliovat.

(07%% Ap—1 Ap—2 N as aq o1y
ab”_l Ozbn_z PN Oébg Olbl Oéb()
(0% bn,1 bn,Q bn,3 N bl b() r

Do prvniho fadku Hornerova schématu zapiSeme vsechny koeficienty a;
(véetné téch, které jsou rovny nule) polynomu f(x), do posledniho Ffadku
prvniho sloupce hodnotu a. Ve druhém sloupci sepiseme do posledniho
fadku hodnotu koeficientu a,,, nebot pro ni plati rovnost a,, = b, _1. Na-
sleduje nasobeni b, _1, jehoz vysledek je zapsan ve druhém radku tfetiho
sloupce. Seétenim tohoto soucinu s koeficientem a,,_; obdrzime koeficient
by—2. Obdobnym zptisobem postupné vyplnime dalsi sloupce tabulky, ¢imz
obdrzime vSechny doposud neznimé koeficienty b; polynomu Q(z) a hod-
notu konstanty .

Poznamenejme jesté, ze hodnotu r mtizeme interpretovat podle potieby
dvéma riznymi zpuasoby, a to podle Bézoutovy véty, jak nyni jesté jednou
zopakujeme.

Pokud vyjde r rovno nule, je to pfedevsim informace o tom, Ze bod «
je nulovym bodem polynomu f(z). Jinymi slovy polynom f(z) je beze
zbytku délitelny linedrnim polynomem x — a.. Naopak je-li r # 0, nemize
byt polynom f(x) délitelny polynomem = —q, a tedy ani bod a nemutize byt
nulovym bodem f(z). Zaroven s tim je jasné, Zze ona nenulova hodnota r
udéavé zbytek, ktery bychom pii déleni f(z) : (z — «) dostali. Spolu s touto
informaci jsme obdrZeli také vSechny koeficienty (netiplného) podilu Q(z).

Podivame-li se na véc jinym zpiisobem, mtizeme hodnotu r brat nikoliv
jako zbytek po déleni polynomi, nybrz jako funkéni hodnotu polynomu
f(x) v bodé z = a.

Bez ohledu na to, jakou interpretaci vybereme, poptipadé kterou po-
tfebujeme, jde v obou pfipadech o zjevné zjednoduSeni vypoctit. Pokud
bychom provadéli déleni polynomu polynomem, bylo by zapotiebi postu-
povat obvyklym zpisobem, kdy je vedouci ¢len polynomu f(z) délen ve-
doucim ¢lenem polynomu x — « a nasledné je zpétnym roznasobenim do-
pocitan rozdil, ktery je v podstaté zbytkem po tomto c¢asteéném déleni.
Opakovanim téchto kroku az do chvile, kdy je zbytek po déleni nizsiho
stupné neZ polynom x — «, bychom se dostali k podilu Q(z) a zbytku po
déleni r. V pifipadé urceni funkéni hodnoty f(«) bychom zase museli po-
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¢itat mocniny hodnoty « do stupné n, tyto mocniny nasobit prislusnymi
koeficienty a vzniklé souciny nakonec jesté scitat.

Praktické vypocty

Uziti Hornerova schématu pro tuplnost ukazme na nékolika jednodu-
chych ilustrac¢nich ptikladech polynomi nad rtznymi ¢iselnymi obory.

Priklad 1
Ukazte, ze bod a@ = —2 je nulovym bodem polynomu

f(2) = 122° + 262* 4 6% + 52? — 4.

Reseni. Do prvniho faddku Hornerova schématu vypiseme koeficienty po-
lynomu f(z), do posledniho ¥adku prvniho sloupce zapiSeme hodnotu —2
a provedeme popsany algoritmus.

12 26 6 5 0| —4
—24 | -4 | -4 -2 4
-2 12 2 2 1| -2 0

Vzhledem k tomu, ze vyslo r = 0, mizeme v souladu s Bézoutovou vétou
prohlasit, ze a = —2 je skutec¢né nulovym bodem zadaného polynomu.

Priklad 2
Urcete funkéni hodnotu polynomu

f(z) =2® —42® — 322 + 62 — 24

v bodé oo = —4.

Reseni. Postupujeme obdobné jako v piedchozim piikladu.

1 0] —-4| -3 6 —24
—4 | 16 | —48 | 204 | —840
—-41| 1|-4] 12| -51 | 210 | —864

Funkéni hodnota f(—4) je rovna —864.
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Priiklad 3
Urcete funkéni hodnotu polynomu

f(z) = 2® — 322 + (9 4 4i)z + (1 — 8i)
v bodé o =i.

Reseni. Tentokrat je Hornerovo schéma vysledkem vypoctii nad télesem
komplexnich ¢isel.

1 -3 9+4i 1-28i
i|—-1-3i| -1+48i
il 1| -3+i 8+i 0

Hledan4d funkéni hodnota f(i) je rovna 0. Plati tedy, ze bod o =1 je
nulovym bodem daného polynomu f(z) neboli ze x —i déli polynom f(x).

Prevod éisla z cCiselné soustavy o zakladu z # 10 do desitkové
soustavy

Prevod ¢isla z ¢iselné soustavy se zakladem rtiznym od 10 do desitkové
soustavy je jednim z netradic¢nich, ale ve vysledku vcelku logickych vyuziti
Hornerova schématu.

Na zacatku jen pfipomenme, ze obvykle je pfevod realizovan postupem,
ktery mize byt zaktim a studentim znamy z hodin vypocetni techniky ¢i
matematiky a vystaci si pfi ném i bez Hornerova schématu. I pies svou
nazornost ale muze byt vypocetné narocny. Stac¢i si uvédomit, ze kazdé
¢islo a v dané soustavé o zékladu z jde zapsat v podobé rozvinutého zapisu

a=ap 2"+ an_1-2"" 4. Hay- 22 +ar-2t +ag-2°,
kde mocniny zdkladu z pfedstavuji jednotlivé fady (tedy v desitkové sou-
stavé bychom mluvili o jednotkach, desitkach, stovkich atd.) a a,,, a,—1,
..., a2, a1 & ag jsou Cislice ¢isla a, tj. cela ¢isla od 0 do z—1 véetné. Mame-
li tedy zadano kuptikladu ¢islo 2 563 v soustavé o zakladu 8, znamena to,
ze se jedna o celé ¢islo.

25635 =2-8°+5-824+6-8" +3-8% =1024 + 320 + 48 + 3 = 1395.

Tento postup vSak obsahuje, podobné jako urc¢ovani funkéni hodnoty poly-
nomu postupnym dosazovanim za proménnou, velké mnozstvi zbytecného
umoctovani.
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Pii uziti Hornerova schématu se této nepfijemnosti dd pomérné ele-
gantné vyhnout. K tomu je zapotiebi uvazit, ze zminény rozvinuty zapis
¢isla a neni nic jiného, nez jisty polynom, kde se na mistech koeficient
vyskytuji jednotlivé ¢islice ¢isla a, zatimco proménna z je jednoznacné
déana zakladem prislusné ¢iselné soustavy. Jinymi slovy, pii prevodu ¢isla
z nedesitkové Ciselné soustavy se budeme snazit o zjisténi funkéni hodnoty
polynomu odpovidajiciho rozvinutému zapisu ¢isla a, v némz za promén-
nou dosadime hodnotu zékladu soustavy z [3].

Uzijeme-li tento postup na pfevod ¢isla 2563g, bude Hornerovo schéma
vypadat nasledovné:

16 | 168 | 1392
812|211 |174 | 1395

Priklad 4
Prevedte ¢islo 11045 ze soustavy o zdkladu 7 do soustavy desitkové.

Reseni. Do prvniho f4dku Hornerova schématu zapiSeme jednotlivé &islice
daného ¢isla, do posledniho radku prvniho sloupce napiseme zaklad z =7
a provedeme znamy algoritmus.

111] 0 4 5
96 | 392 | 2772
7T11|8]|56]396 | 2777

Cislo 110457 méa v desitkové soustavé zapis 2777.

Vypocet derivace polynomu v daném bodé

Oproti pfedchozimu problému pfevodu ¢isla z nedesitkové soustavy do
soustavy desitkové je pro urc¢ovani hodnoty derivace polynomu v bodé «
nejprve nutnd jista teoretickd priprava. Vyjdeme z nadm jiz dobfe znamé
rovnice f(z) = Q(z) - (x — &) + r. Obé& strany této identity derivujme, na
levé strané dostaneme derivaci polynomu f’(x), na pravé strané uplatnime
pravidlo o derivaci souinu (zaroveni méjme na paméti, ze r je konstantni
funkce, jejiz derivace je rovna nule). Zderivovana identita bude vypadat
takto:

fl@) =Q'(z) - (z — a) + Q(=).
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Nyni dosadime-li do rovnice za proménnou x hodnotu «, bude mit sou-
¢in Q' (z) - (z — «) hodnotu 0 a mizeme psat f'(a) = Q(«). Ke zjisténi
hodnoty derivace polynomu f(z) v bodé « tedy sta¢i ur¢it funkéni hod-
notu neuplného podilu Q(z) v bodé «. Jinak fefeno, v praktickém uZziti
je nutné aplikovat na zadany polynom f(z) dvakrit za sebou Hornerovo
schéma a hodnota r, kterd vzejde z jeho druhého pouziti, je hledanou
hodnotou f'(«) [4, 5].

Priklad 5
Urcete hodnotu derivace polynomu

flx) =2 - 522 + 3z +1

v bodé o = 3.

Reseni. Jak bylo feceno, pro zjisténi hodnoty f/(3) sta¢i dvakrat po sobé
aplikovat na polynom f(x) algoritmus Hornerova schématu. Zminéné dvoji
aplikovani Hornerova schématu miizeme bez problému zapsat do jedné
tabulky.

1|-5 3 1
3|-6| -9
311(-2|-3|-—8
3 3
311 0

Pro lepsi orientaci v tabulce upfesnéme, Ze ve tretim rfadku jsme pfi
prvni aplikaci obdrzeli koeficienty polynomu

Q(x) = 2% — 2z — 3,

na ktery jsme uplatnili druhou aplikaci. Vysledek, ktery néas zajima, se
v8ak nachézi na posledni pozici v poslednim fadku, a sice f/(3) = 0.

Na zavér provedme jesté ovéfeni pravé zjisténého vysledku tradi¢nim
zpusobem, tedy uréenim derivace podle znamych pravidel pro derivovani
polynomt a néslednym dosazenim.

Derivace polynomu f(z) = 2® — 522 + 3z + 1 je f/(v) = 32% — 102 + 3
a v bodé oo = 3 m4 hodnotu f'(3) =27—-30+3 =0.
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Prostorova predstavivost je dilezitou soucasti matematického vzdéla-
vani na zékladnich a stfednich skolach. To doklada i Rdmcovy vzdéldvact
program pro zdkladni vzdéldvdni, kde dovednost orientovat se v prostoru
patii k ocekdvanym vystupim vzdélavani v matematice jiZz na prvnim
stupni [1, s. 32] a FeSeni tloh na prostorovou predstavivost se pfedpoklada
ina druhém stupni zékladni $koly. Ani stfedni $koly nezapominaji na rozvi-
jeni této dovednosti, napiiklad Ramcovy vzdéldvaci program pro gymndzia
uvadi, ze vzdélavani v matematice vede zaka k rozvijeni geometrického
vidéni a prostorové predstavivosti [2, s. 22].
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