INFORMATIKA

Aritmeticky prameér posloupnosti
(Ulohy z MO kategorie P, 37. ¢ést)

PAVEL TOPFER
MFF UK, Praha

V nasem dlouhodobém seridlu o zajimavych tlohdch z Matematické
olympiddy kategorie P (programovéni) jsme se jiz vicekrat vénovali riznym
tloham o ¢iselnych posloupnostech. Tentokrat téma posloupnosti oboha-
time o jednu tlohu z krajského kola 63. ro¢niku MO (8kolni rok 2013/14),
ktera velmi nazorné ukazuje, jak uzite¢né pti feSeni tloh mtize byt pouziti
rtznych jednoduchych programéatorskych postupt, jako jsou vhodny pred-
vypocet, prefixové soucty posloupnosti nebo tifeba Sikovné sefazeni dat.
Zacneme jako obvykle presnym zadanim tlohy.
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Dostanete ¢islo k a posloupnost n ¢isel. Napiste program, ktery v zadané
posloupnosti ¢isel urci nejdelsi souvislou podposloupnost, jejiz aritmeticky
prameér je presné roven hodnoté k.

Popis vstupu:

Na prvnim fadku vstupu jsou dvé ¢isla n, k. Na druhém fadku je n klad-
nych celych cisel: prvky posloupnosti. Mizete predpokladat, ze vstupni
posloupnost ¢isel vzdy obsahuje alespon jednu souvislou podposloupnost
s primérem prvkd presné rovnym k. Muzete také predpokladat, Ze se sou-
¢et vSech prvkt posloupnosti vejde do bézné celociselné proménné.

Popis vijstupu:
Program vypise dvé cela ¢isla — pozici zac¢atku a pozici konce nejdelsi
souvislé podposloupnosti s aritmetickym priameérem k. Pozice ¢isel v po-
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sloupnosti ¢islujeme od 1 do n. Pokud existuje vice rtznych vhodnych
podposloupnosti téze maximalni délky, program vypiSe jednu libovolnou
z nich.

Hodnoceni:

Plnych 10 bodu ziskate za feSeni, které zvladne efektivné vytesit libo-
volny vstup délky n < 200 000.

A7 6 bodu dostanete za feseni, které efektivné vytesi kazdy vstup délky
n < 5000.

Za jakékoliv funké¢ni FeSeni bez ohledu na jeho efektivitu mizete ziskat
az 4 body.

Priklady:

vstup 7 4
1138152

vystup 47

Existuji t¥1 podposloupnosti s primérem rovnym pfesné 4, a to (1,3, 8),
(3,8,1) a (8,1,5,2). Tfeti z nich je nejdelsi, takze vypiSeme pozici jejiho
zacatku a konce.

vstup 45
2351
vystup 33

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ukazeme si nékolik zptisobu feSeni, které se budou lisit svou ¢asovou
slozitosti. Nejsnadnéj$im FeSenim, které napadne asi kazdého, je vyzkou-
Set postupné kazdy souvisly tsek posloupnosti a spocitat jeho aritmeticky
pramér. Ze vSech tsekd s primérem rovnym pfesné k si pribézné pama-
tujeme pozici toho dosud nejdelsiho. V programu pouzijeme dva cykly
urcujici zacatek a konec useku, ve tfetim vnoreném cyklu budeme pocitat
soucet prvki v aktualnim tseku. Spocitany soucet prvka v tseku vzdy
vydélime jejich poétem a vysledek porovname s hodnotou k. Casova slozi-
tost tohoto feseni je O(n?), nebot uvazujeme O(n?) riznych tseki a kazdy
z nich prochazime v ¢ase O(n).
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program Prumerl;

var n, k: integer;
a: array[1..200000] of integer;
zac, kon, soucet: integer; {zkoumany usek}
zacv, konv: integer; {vysledny usek}
i: integer;

begin

read(n, k);

for i:=1 to n do read(a[i]);
zacv:=1; konv:=0;

for zac:= 1 to n do
for kon:=zac to n do
begin

soucet :=0;
for i:=zac to kon do
soucet:=soucet + a[i];

if (soucet = (kon—zac+1)*k) and (konv—zacv < kon—zac) then
begin zacv:=zac; konv:=kon end
end;
writeln (zacv, konv)

end.

Program neni moc zajimavy, ale v§imnéte si, ze jsme v ném pouzili jeden
sikovny technicky trik. Chtéli jsme se vyhnout operaci déleni, kterd se pro-
vadi v pomalejsi redlné aritmetice a navic maze byt nepfesna. Oznac¢ime-li
soucet prvkil ve zkoumaném tiseku soucet a jejich pocet p, pak misto tes-
tovani, zda soucet/p = k v programu radéji testujeme, zda soucet = p k.
Vysledek je matematicky ekvivalentni, vypocet se ale provede v celodi-
selné aritmetice, tedy rychleji a zarucené presné. Podobny obrat miizete
vyuzivat i v jinych vasich programech.

Za vyse uvedené feSeni s asymptotickou ¢asovou slozitosti O(n?) mohli
soutézici ziskat nejvyse 4 body z celkovych 10 moznych. Zkusime proto
vypocet programu zrychlit. Casto pomtize zamyslet se, zda se nékteré ope-
race neprovadéji pii vypoctu zbytecné vicekrat. V pravé popsaném rfeseni
spoCiva neefektivita vypoctu zejména v tom, Ze souet prvka v kazdém
zkoumaném tUseku pocitame zvlast, takze opakované séitame stejnd cisla.
Namisto toho miizeme soucet prvki ve zkoumaném tiseku pocitat priubézné
pri kazdém zvySeni proménné kon. ZvySenim proménné kon o 1 se pred-
chozi zkoumany tsek prodlouzi o jeden prvek posloupnosti, takze soucet
nového tseku ziskdme pfi¢tenim tohoto prvku alkon] k souctu predchoziho
tseku. Dostéavdme tak feSeni, které opét projde viech O(n?) souvislych
tsekt zadané posloupnosti, ale kazdy z nich zpracuje v konstantnim case.
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Casova slozitost feseni se tak snizi na O(n?), coz v soutézi stacilo na zisk
az 6 bodu.

program Prumer2;

var n, k: integer;
a: array[1..200000] of integer;
zac, kon, soucet: integer; {zkoumany tusek}
zacv, konv: integer; {vysledny usek}
i: integer;

begin
read(n, k);
for i:=1 to n do read(a[i]);
zacv:=1; konv:=0;
for zac:= 1 to n do
begin
soucet:=0;
for kon:=zac to n do

begin
soucet:=soucet + alkon];
if (soucet = (kon—zac+1)*k) and (konv—zacv < kon—zac) then
begin zacv:=zac; konv:=kon end
end
end;
writeln (zacv, konv)

end.

Resenim s kvadratickou asymptotickou ¢asovou sloZitosti nage tsili jesté
nekonci. Pro dalsi zrychleni vypoctu ale budeme potfebovat pretransfor-
movat nas problém do trochu jednodussi podoby. Je totiz obtizné ve zkou-
manych tsecich posloupnosti sledovat a porovnavat zaroven dva parame-
try, na nichz zavisi aritmeticky primér — totiz délku tseku a soucet jeho
prvki. Hodilo by se nam sledovat jenom jeden parametr.

Ma-li mit vysledny usek puvodni posloupnosti aritmeticky prameér k,
nabizi se moznost upravit posloupnost tak, ze snizime hodnotu vsech jejich
prvka praveé o k. Stejny tsek v takto upravené posloupnosti pak bude mit
aritmeticky primeér 0. Plati to samoziejmé i naopak: isek s primérem 0
v upravené posloupnosti mé v ptivodni posloupnosti aritmeticky primeér k.
Je tomu tak proto, ze kdyz od kazdého prvku posloupnosti odecteme £,
snizime tim aritmeticky prameér libovolného tseku pfesné o k.

Nyni provedeme v nasi ivaze druhy krok. Jakykoliv tisek posloupnosti
ma aritmeticky prameér rovny 0 pravé tehdy, kdyz mé soucet 0. Pti hledani
tsekl s nulovym souctem pritom uz nemusime hledét na jejich délku. Nas
ptvodni problém jsme tedy pievedli na jinou, jednodussi tlohu: v upra-
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vené posloupnosti nalézt nejdelsi souvisly usek se souc¢tem 0. Pozice tohoto
useku pak primo urcuje pozici nejdelsiho souvislého tseku s aritmetickym
primérem k v ptvodni posloupnosti. Zadanou posloupnost ¢isel si tedy
nejprve upravime tak, ze od kazdého prvku odecteme k. To je jednoduchy
predvgpocet s linedrni ¢asovou slozitosti O(n). Od této chvile budeme slo-
vem ,,posloupnost® oznacovat tuto novou posloupnost, ve které hledame
tseky se souctem 0.

Kdybychom posloupnost jednoduse prochazeli a pocitali v ni soucty
vSech moznych souvislych tiseki, dostali bychom se opét k feSeni s caso-
vou slozitosti O(n?®) nebo s trochou sikovnosti O(n?). Useky ale mtizeme
sCitat 1 jinym zpusobem, vyuzZijeme tzv. prefixové soucty. To je dalsi z tech-
nickych obratt, ktery se pfi praci s ¢iselnymi posloupnostmi ¢asto vyuziva.
Vytvofime si pomocné pole P[0..n] a naplnime ho takovymi hodnotami,
aby hodnota P[i] byla rovna sou¢tu prvnich ¢ prvkii nasi posloupnosti. Prv-
kim takového pole P fikame prefixové soucty dané posloupnosti. Hodnoty
pole P snadno spoéitdme jednim priichodem v ¢ase O(n). Polozime P[0]=0,
nebot Gsek nulové délky ma i nulovy soucet. Kazdé dalsi P[] uré¢ime jako
soucet jiz zndmé hodnoty P[i — 1] a i-tého prvku posloupnosti. Kdyz po-
tom potfebujeme zjistit soucet vSech c¢isel v souvislém tiseku posloupnosti
od porzice zac do pozice kon (v&etné prvka z obou téchto krajnich pozic),
spo¢itdme ho v konstantnim ¢ase jako rozdil P[kon] — P[zac — 1].

Vratme se nyni k nasi tloze. Uz vime, Zze pomoci dalstho predvypo-
¢tu s linearni casovou slozitosti ziskdme pole P prefixovych souc¢ti nasi
posloupnosti. V posloupnosti hleddme souvislé tseky s nulovym souctem,
tzn. Gseky, pro které plati P[kon]—P[zac—1] = 0 neboli P[kon| = P[zac—1].
Jinymi slovy fe¢eno, zajimaji nas dvojice stejnych hodnot v poli P. Chceme
ur¢it v poli P takovou dvojici stejnych c¢isel, aby tato c¢isla byla od sebe
co nejvice vzdalena. Tim bude urcen nejdelsi tsek posloupnosti s nulovym
souctem.

Nejjednodussi cestou TeSeni je vyuzit obyc¢ejné tridéni. To je v progra-
movani opét jedna z ¢asto uzivanych metod — pfi praci s daty se mnohdy
vyplati sefadit si je jinak. Misto pole s hodnotami prefixovych soucta P[0],
P[1], P[2], ..., P[n] vytvofime pole uspofadanych dvojic (P[0],0), (P[1],1),
(P[2],2), ..., (P[n],n). S kazdym prefixovym souctem si tedy ulozime na-
vic informaci, o kolikaty prefixovy soucet se jedna. Toto pole nyni vze-
stupné uspotfddame primérné podle prvni soutadnice, tedy podle odpovi-
dajiciho prefixového souctu, a sekundarné podle indexu, ktery mu odpo-
vida. V takto uspordadaném poli budou vSechny indexy, kterym odpovida
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stejna hodnota prefixového souctu, tvorit vzdy souvisly rostouci tsek. Nej-
vzdalenéjsi dvojici indext, kterym odpovida stejny prefixovy soucet, pak
dokazeme snadno urc¢it pfi jednom prichodu polem, tzn. s linedrnim ca-
sovou slozitosti O(n).

Celé feseni zadané ulohy se tedy sklada ze ¢tyf postupné provadénych
fazi:

— uprava zadané posloupnosti snizenim vsech prvku o k,

vypocet prefixovych souétt P[i] takto upravené posloupnosti,
— sefazeni pole dvojic (P[é], i) vySe popsanym zptsobem,
— nalezeni vysledku priichodem sefazeného pole.

Prvni, druhd a ¢tvrtd faze vypocétu maji asymptotickou ¢asovou sloZitost
O(n). Casové nejnaro¢néjsi je setifdéni pole ve tieti fazi, které provedeme
nékterym ze standardnich t¥idicich algoritmt v ¢ase O(nlogn). Vysledna
¢asova slozitost Feseni tlohy je proto O(nlogn). Za FeSeni s touto slozitosti

v~ s

obdrzeli soutézici plny pocet bodu.

program Prumer3;
var n, k: integer;
a: array[0..200000] of

record p: integer; {prefixovy soucet}
x: integer; {index}
end;
zac, kon: integer; {zkoumany usek}
zacv, konv: integer; {vysledny usek}

c, i: integer;

begin
{Nac¢teme posloupnost, zaroved hned sniZujeme hodnoty o "k"
a poéitame prefixové soulty posloupnosti:}

read (n, k);

a[0].p:=0; a[0].x:=0; {dsek nulové délkyl

for i:=1 to n do
begin
read(c); {i-ty prvek posloupnostil
ali].p:=a[i—-1].p + ¢ — k; {i-ty prefixovy souclet}
ali].x:=1i {jeho index je "i"}
end;

{Sefazeni pole "a" vzestupné,

primarné podle "p" a sekundarné podle "x":}

Sort(a);

{Uréeni vysledku:}
zacv:=1; konv:=0;
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zac:=0; kon:=0;
while kon < n do
begin
while (kon < n) and (a[kon+1].p = al[kon].p) do kon:=kon-+1;
if alkon].x—a[zac].x > konv—zacv then
begin zacv:=a[zac|.x; konv:=alkon].x end;
zac:=kon+1; kon:=kon+1
end;
writeln (zacv+1, konv)
end.

V programu jsme pouzili drobny technicky trik na tisporu pameéti. Vsim-
néte si, ze po spocitani prefixovych souctd upravené vstupni posloupnosti
uz nikdy nebudeme potiebovat ptvodni posloupnost ¢isel. Nemusime si ji
proto ani ukladat. Postupné nacitané prvky posloupnosti ihned snizujeme
0 k, prabézné z nich rovnou pocitame prefixové soucty a az tyto hodnoty
prefixovych soucti si ukladame do pole. Navic si do tohoto pole ukladame
hned dvojice typu (P[i], ), které budeme nésledné t¥idit. V programu tak
vystac¢ime jen s jedinym polem velikosti n.

Ve vyse uvedené programové ukazce jsme pro jednoduchost a pro zkra-
ceni zapisu vynechali deklaraci t¥idici procedury Sort. Zde by se pouzil
néktery standardni tfidici algoritmus s asymptotickou ¢asovou slozitosti
O(nlogn), napiiklad tfidéni haldou nebo t¥idéni slévanim.

Na zavér poznamenejme, ze nalézt v poli P dvojici stejnych hodnot
s maximalni vzajemnou vzdalenosti mizeme i jinymi zptsoby. Pokud znate
nékteré pokrocilejsi datové struktury, jako jsou tfeba vyvazované binarni
vyhledavaci stromy, mizete je zde vyhodné vyuzit. Pole prefixovych souctt
P budeme postupné prochazet a do binarniho vyhledavaciho stromu si bu-
deme uklddat vSechny navzajem ruzné hodnoty dosaZenych prefixovych
soucti. Ke kazdé z nich si zaroven ulozime index jejitho prvniho vyskytu.
Kdyz tedy v i-tém kroku zpracovidvame hodnotu P[i], zkusime ji nejprve
vyhledat ve stromé. Pokud tam je$té neni, pfidame do stromu dvojici
udaji (P[i], ). Pokud tam uz je, pak rozdil u ni ulozeného indexu a aktu-
alniho indexu urcuje délku dalsiho nalezeného tiseku s nulovym souctem.
Pribézné si zaznamendvame maximum z takto nalezenych délek, jemu
prislusné indexy budou vysledkem feseni tlohy.

Casova slozitost této varianty feseni je rovnéz O(nlogn). Vypocet se
provadi v n krocich a vyhledani resp. pfidani kazdé hodnoty ve vyvazeném
bindrnim vyhledévacim stromu s n uzly ma ¢asovou slozitost O(logn).
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