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Jak souvisi Apolloniovy kruznice
s elipsou?

JIRI BLAZEK — PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Z4ci mohou poznat elipsu nejprve nazorné, jako fez kuZelové plochy
rovinou ur¢itého sklonu. Tato pfedstava o kfivce mnoho nevypovida, tak
je vhodnéjsi definovat ji jako mnozinu boda danych vlastnosti. Vétsinou
se muzeme setkat s nékterou ze t¥i nize uvedenych definic?). Ekvivalence
prvnich dvou se nazorné dokazuje uzitim stereometrie, vlastnost z treti
definice lze odvodit napfiklad metodou soufadnic.

Stereometrické vahy vyzaduji prostorovou predstavivost. Nedala by se
ekvivalence vSech tii definic dokdzat jen pomoci planimetrie? Odpovéd na
otazku je kladnd a jeji hledani vede k zajimavym poznatkim.

Definice 1 (Apollonius z Pergy, KuZelosecky, II11.52)

Elipsa je mnozina A v8ech bodti P v roving, které maji soucet vzdale-
nosti od danych dvou bodt F; a F» roven éislu 2a > |Fy Fa| = 2e. Body
Fy a Fy se nazyvaji ohniska elipsy, stied S tsecky Fy Fy je stredem elipsy.

Body P takto definované elipsy lze snadno sestrojovat pomoci 7idici
kruznice k(F»;2a). Ke zvolenému bodu N na kruznici je P prusecikem
osy o usecky FiN s tseckou FoN (obr. 1).

Definice 2 (Pappos z Alexandrie, Sbirka, Kniha VII)
Elipsa je mnozina B vSech boda P v roviné, které maji od daného bodu

1V zéavorce za nazvem definice je vzdy odkaz na prvni znamé dilo, v ném? je dana
vlastnost uvedena.
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Fy a dané primky d, jez neobsahuje bod Fj, konstantni pomér vzdalenosti

|PFy |

Primka d se nazyva tidici primka elipsy, bod Fi je jeji ohnisko.

Obr. 1 Elipsa a jeji fidici kruznice

Obr. 2 K definicim 2 a 3

Definice 3 (Archimédes, O konoidech a sféroidech)

Necht je dana kruznice ¢(S;a) s pramérem AB. K bodu M € c—{A, B}
sestrojme jeho kolmy pramét () na tsecku AB a na polopfimce QM bod
P tak, aby platilo

1Pol b _, @)
(MQ|  a

kde b je dané kladné ¢islo, mensi nez a. Mnozina C vSech takovych boda P
doplnéna o body A a B se nazyva elipsa. Cisla a a b nazgvame (v daném
pofadi) hlavni a vedlejsi poloosa elipsy a c je vrcholovd kruznice elipsy.
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Harmonicka ¢étverice bodu a Apolloniova kruznice
Ctvefice (F, E, K, L) kolinearnich bodfi se nazyva harmonickd ctverice
bodu, pravé kdyz plati

FK| _|FL|
|EK\_|EL|_)\7£1' (3)
Trojici (F,K,L) (resp. (F,K,L)) snadno doplnime na harmonickou
¢tvefici (F, E, K, L) konstrukci zndzornénou na obr. 3, kde FT' L KL aT
je bod dotyku teény ¢ z bodu E ke kruznici h s pramérem K L. (Dikaz kon-
strukce, stejné jako diitkaz nasledujiciho tvrzeni, neuvadime. Je dostupny
v ¢lanku [1].)

Obr. 3 Harmonické étverice bodi a Apolloniova kruznice

Harmonickéa ¢&tvefice (F, E, K, L) jednozna¢né urcuje pomér A dany
vztahem (3) a tzv. Apolloniovu kruZnici h s pramérem K L, jez je mnoZzinou
vSech bodi X dané roviny s vlastnosti

[FX| _

x| =N (4)

Apolloniovu kruznici h uréenou ¢tvefici (F, E, K, L), resp. dvojici (F, E)
a pomeérem A, budeme znacit hpgkr, resp. hrg .
Eukleidovu vétu o odvésné 1ze pro trojuhelnik F.ST zapsat ve tvaru

r? =|FS|-|ES|, (5)

ktery upozornuje na souvislost s kruhovou inverzi.
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Zakladni objekty a vztahy spoleéné mnoZinam A, B a C

Zavedenim vztahu

a® = b* 4 ¢? (6)
ozfejmime souvislost definic 1 a 3 (obr. 4). U mnoZiny C nadm tento vztah
umozniuje dodefinovat excentricitu e a ohniska F, Fy jako body tisecky AB
vzdalené od jejiho stiedu S o délku e. U mnoziny A pomuze analogicky
zavést vedlejsi poloosu b a vedlejsi vrcholy C, D elipsy. Neni tézké pomoci
definice 1 ovéfit, Ze i pro mnozinu A plati |AS| = |BS| = a. Body A, B
nazyvame hlavni vrcholy elipsy.

Dopliime déle trojici bodu (F1, K, L), kde K a L jsou priseéiky kruz-
nice k(Fy;2a) s pfimkou AB, na harmonickou ¢tvetici (Fy, E, K, L). Stfed
tsecky E'F} oznacme O a jeji osu d. Ukézeme, ze d je fidici pfimka z defi-
nice 2.

Vztah (5) lze pro nasi situaci zapsat ve tvaru

(2a)® = |F1 Fy| - |EFy|, (7)
z néjz pomoci obr. 4 uré¢ime
2a? EF. 2
Ry =2 jos| = R @
e 2 e
a
b2
|OE| =|OF| =|0S| —e= ~
Déle zjistime, ze
|AFy|  |AFy| a—e _€
|Ad| — |AO|  |OFi|—(a—e€) a’
|BF1| _|BFi|  ed+a e
|Bd|  |BO| a+|0S| a
a

|DF1| o |CF1| _ |CF1| (&

Dd[ — |Cd] ~ Jos] ~ Y a2

Qo

Analogicky lze ovéfit, ze téz

‘KF1| - ‘LFl‘ - e

|[KE| |LE| a

84 Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019



Obr. 4 Prvky spole¢né mnozindm A, B a C

Uvedené vysledky vedou k predpokladu, ze v konfiguraci na obr. 4 je
mnozina B déna ohniskem F7i, fidici pfimkou d a konstantou

: (8)

e
c—= =
a
jez se nazyva relativni excentricita.

Vidime, ze mnoziny A, B, C maji na obr. 4 spole¢né body A, B, C a D,
stejné tak i veli¢iny a, b, e a €. VSem tfem mnozindm jsou pfifazeny tataz
ohniska Fj a Fy, bod S i kruznice k a ¢, rovnéz tak i body F, O a p¥imka d.
Ctenéi se jisté snadno presvédéi, ze kterakoliv z trojic (F, Fy, a), (F1,d,€),
(A, B,v) jednozna¢né urcéuje vSechny vyjmenované prvky.

Navic plati nasledujici tvrzeni.

Véta 1

Vrcholova kruznice elipsy je Apolloniovou kruznici ¢ = ¢p 0. = cr04B-
Ridici kruznice elipsy je Apolloniovou kruznici k = kp, g = kr, pxL-

Véta 2

Mnoziny A, B a C jsou soumérné podle pfimek AB a C'D, které v daném
pofadi nazyvame hlavni a vedlejsi osa elipsy a znacime o1 a oy. Jsou tedy
soumeérné i podle jejich pruseciku S, tzv. stredu elipsy.
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Diikaz. Soumérnost mnozin A4 a C podle obou os je zfejmé z jejich definic.
Ztejma je i soumérnost mnoziny B podle osy 01. Dokazeme jeji soumérnost
podle osy os.

Obr. 5 K dikazu symetrie mnoziny B

Ozna¢me P libovolny bod mnoziny B rtzny od bodi A a B. Bod H
je pata jeho kolmice na Fidici pfimku d (obr. 5). Apolloniova kruZnice
h = hp, ue prochdzi bodem P a protind polopfimku HF; v bodech X
a Y. Z rovnosti

_IRX| _|RA|_|RBY| _|RB]
|HX| ~ |0A| — [HY| ~ |OB]

a vlastnosti rovnobézného promitani plyne AX || OH | BY a odtud
kolmost tise¢ek AX a BY na pfimku AB.

Osa péasu ohrani¢eného rovnobézkami AX a BY je kolma na AB a
prochézi stfedem kazdé jeho ptic¢ky. Prochazi tedy stfedem Syy priméru
XY kruznice h i stfedem S tsecky AB. Je to primka oo, vedlejsi osa elipsy.

Pokud je piimka HP seénou kruznice h, pak jeji pruseéik P’ # P
s kruznici patii také do mnoziny B a je soumérny s bodem P podle osy
02, protoze tétiva PP’ je kolmé na osu oy kruznice h. Je-li HP te¢nou
kruznice h, pak je bod P v soumérnosti podle oy samodruzny.

SloZenim symetrii s osami 01 a oy vznikd soumeérnost podle stiedu S.

Dukaz ekvivalence definic 1, 2 a 3
Nejprve uvedeme pomocnou vétu, kterd ma Sirsi vyuziti.

Véta 3
Pro kazdy trojuhelnik ABC s vnitinim bodem D strany AB plati

|BC|? = |BD| - |BA|, pravé kdyz | DCB| = |QxCAB].
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A D B

Obr. 6 Ilustrace k vété 3

Diikaz. Z prepisu vztahu |BC|? = |BD| - |BA| na tvar

|BC|  |BD|
|BA|  |BC|

plyne, Ze trojuhelniky ABC a CBD jsou podobné podle véty sus. Sho-
duji se totiz v poméru stran prilehlych spole¢nému thlu pti vrcholu B.
Z podobnosti plyne [ DCB| = |XCAB|.

Obréacens, plati-li | DCB| = |[tCAB)|, pak jsou trojihelniky ABC' a
CBD podobné podle véty uu. Z podobnosti plyne |BC|*> = |BD| - |BA|.

Poznamka 1

Ctenaf si patrné uvédomil souvislost véty 3 s Eukleidovou vétou o od-
vésné. Snadno lze téz nahlédnout, Ze je pfimka BC' tefnou ke kruznici
opsané trojihelniku ADC a body A, D jsou vzor a obraz v kruhové in-
verzi se zakladni kruznici z(B; |BC|).

Véta 4
Definice 1 a 2 jsou ekvivalentni.
Diikaz. Mame dokazat A = B. Vime jiz, ze
ogNA={A, B} =01NB.

Necht P ¢ o0 je libovolny bod mnoziny A. Ozna¢me N jeho urcujici bod
na Fidici kruznici k a H' prisecik tise¢ky EN s piimkou d (obr. 7).

Uplatnénim vztahu (5) a véty 3 na trojihelnik FF5 N s bodem Fj uvnitf
jeho strany EF, zjistime, ze [ F1NFy| = [ Fo EN|. Rovnoramenné troj-
thelniky EF1H' a NF,P tedy maji pii svych zakladnich shodné thly,
jejichz velikost oznacime ¢.

Ctyithelnik H'Fy PN je vepsan do kruznice, nebot |XFyH'N| = 2¢
(vné&jsi thel trojuhelniku EFy H') a [ NPF;| = 180° — 2¢ (viz trojihelnik
NF; P). Z vlastnosti obvodovych hla nahlédneme, Ze

X H'P| = ¢ = | PH'N].
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Obr. 7 K prvni ¢asti dikazu véty 4

Piimky PH' a d jsou osy uhli riznobézek EN a FyH'. Jsou tedy na
sebe kolmé a pata H kolmice z bodu P elipsy na pfimku d je totozna
s bodem H’. (Kdyby tomu tak nebylo, dojdeme ke sporu se sou¢tem whli
v trojuhelniku HH'P.)

Z rovnosti |XINEF| = [SPHF,| a |[XENF;| = |XHPF;| (obvodové
ahly) plyne podobnost trojihelniktt NEF; a PHF; (obr. 7). Zniaz Apol-
loniovy kruznice k obdrzime vztah (1):

PR| _ |FP| _|FAN| _ |FK|
\Pd| — [HP| ~ |EN| _ |EK]

Dokézali jsme, ze kazdy bod mnoziny A patii do mnoziny B. Ukidzeme
jesté, ze zadné dalsi body mnozina B neobsahuje.

d C]‘
Z! m() R'
71 Mo IR m

Obr. 8 K druhé ¢asti dukazu véty 4

Body piimky o; jiz nemusime uvazovat. Zvolme tedy bod P’ ¢ o, a
ozna¢me P prisecik mnoziny A s polopfimkou F; P’ (obr. 8, existenci
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pruseciku zaruéuje poloha bodu F}). Uzitim oznaceni z obr. 8, kde ¢ L o1,
a stejnolehlosti trojihelniktt F; PR a F} P’'R’ dostavame

TPzl T Im+ml

(9)

;AP kn B n
TIPZ] " Tl Tt ]

(10)

kde k € (0,00), pokud ovSem piijmeme dohodu, Ze délce m pfifadime
zdporné znaménko, pravé kdyz body P a P’ lezi uvnit¥ poloroviny ¢O.
Ze vztaht (9) a (10) plyne, ze ¢’ = ¢, pravé kdyz k = 1 (tzn. P’ = P).

Poznamka 2

Tvrzeni B C A plyne také ze symetrie mnoziny B podle osy os:

Jsou-li O, F» a d’ obrazy bodu O, F; a ¥dici pfimky d v soumérnosti
podle osy o0y (obr. 9), pak pro libovolny bod P mnoziny B a jeho obraz P’
v téze soumérnosti plati

_|RP| _|RP|  |FP| |F\P|+ |FyP| _ e|HP|+¢|H'P|

= = — =
T HP| _ |HP|  |H'P| |HP|+|H'P|  |HP|+|PH

Odtud a z obr. 9 obdrzime

2
|FLP| + |FoP| = |HH'| - e = 2|08] - e = 2% - £ = 2a.
€ a

0'
S Fz/B
0, d’
Obr. 9 K dukazu B C A uzitim symetrie

Poznamka 3

Dukaz véty 4 odhalil poznatek, Ze kolmy primét H bodu P elipsy na
fidici pfimku lezi na pfimce EN. Tento fakt umoznuje jednoduchou kon-
strukci téch bodt elipsy, jez maji od hlavni osy o; vzdalenost y:
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Bodem H zvolenym na pfimce d ve vzdalenosti y < b od osy o; vedeme
piimku p || 0;. Bod N sestrojime jako prusecik polopfimky EH s Fidici
kruznici £ a hledany bod P je prisecikem primky p s tseckou N F5. Na
obr. 10 jsou sestrojeny dva z moznych ¢tyf takovych bodi.

Obr. 10 Konstrukce bodu elipsy, které maji od hlavni osy vzdalenost y

Véta 5
Definice 2 a 3 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Méame dokazat C = B. Vime, ze o1 NC = {A, B} = 01 N B. Necht
M ¢ o1 je bod vrcholové kruznice ¢ = ¢p,0.¢, @ je jeho kolmy priimét na
osu 01 a P je ten bod mnoziny B, ktery lezi na polopfimce QM.

G ML—K’R

p
0” 0

I g 0,
dl N\ *¢

Obr. 11 K dukazu véty 5

Pii oznaceni podle obr. 11 plati

|PFi| =¢es <e-|MO| = |MFy|.
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Proto lezi bod P uvnit¥ tsecky QM. Navic je jen jeden, nebot délka | X F |
roste se vzdéalenosti | X Q| bodu X polopfimky QM.
Z podminky (1) pro bod P a faktu M € ¢ dostavame

PR, | IMRP_,
Pdp 0P

Levé strany obou vztaht vyjadiime pomoci symbolid p, ¢, s, u vyzna-
¢enych na obr. 11 a po tpravé dostaneme

W Hp =" a uP+¢* ="+
Odeétenim obou rovnosti ziskdme

p2 _ q2(1 o 62) —_ q2]/2
(nebot z (6) plyne 1 — &% = v?) a odtud po odmocnéni vztah (2).
Dokézali jsme B C C. Prepoklddejme obracené, ze P € C a P ¢ o5.
Analogickym postupem sestrojime polopfimku QP s bodem M v jejim
prisec¢iku s kruznici ¢ a pomoci obr. 11 zjistime

P =122 a u=|FMP?—q® =22+ ) — ¢ = 2% — 2.
Odtud p? + u? = €252, neboli |PFy| =¢-|Pd|.

Zavér

Cilem clanku bylo seznamit ¢tenaie s netradiénim pohledem na elipsu.
Prizkum jejich vlastnosti s vyuzitim Apolloniovych kruznic odhalil kon-
strukci bodua elipsy, s kterou jsme se v literatufe nesetkali. Postup lze
aplikovat i na hyperbolu. Clanek je vSak vzhledem k rozsahu a ptivodnimu
zaméfeni omezen jen na elipsu. Souvislosti s ostatnimi kuzeloseckami zve-
fejnime v dalsim prispévku.
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