Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 253 a 254 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TpXovskych verzich, pfipadné v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz.

Uloha 253
Urcete vSechny funkce f: R\ {0,1} — R takové, Ze pro vSechna redlna
Cisla z € R\ {0,1} plati

1
f (71 = x) =1+azf(a). Pavel Caldbek
Uloha 254
Urcete v8echny dvojice (x,y) celych ¢isel vyhovujici rovnici

2+ay+yi=c+y+5. Jacek Uryga

Dale uvadime Teseni tloh 249 a 250, jejichz zadani jsme zvefejnili v pa-
tém &isle lotiského (27.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 249

V ramci méstského tanec¢niho festivalu vstoupilo i pét divcich tane¢nich
krouzki: hanacky, valassky, romsky, slovensky a ukrajinsky. Vystoupeni
se velmi libila, ale neslo o soutéz. Jitka s Bétkou si vSak fekly, ze si stanovi
vysledné poradi alespon pro sebe. Zacaly tim, ze hanacky krouzek daji vys
nez valassky, a rovnéz ze romsky daji vys nez ukrajinsky.

Stanovte, kolik je moznych raznych vyslednych potradi za téchto dvou
zadanych podminek, jestlize navic uvazime, ze na nékterych mistech muaze
byt i vice nez jeden krouzek. Stanislav Trdvnicek

Resent. Ozna¢me H,V, R, S, U po fadé krouzek hanacky, valassky, romsky,
slovensky a ukrajinsky. Zapisem A > B budeme minit, ze krouzek A bude
zafazen pred krouzek B, podobné A = B Ze jsou na stejném misté. Podle
zadani plati H > V, R > U. Mame urcit pocet potadi krouzki, které
spliuji uvedené dva predpoklady, pricemz krouzky se mohou o dané poradi
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délit. Oznacme s pocet riznych poradi, které zaujimaji krouzky H,V, R, U.
Ziejmé s € {2,3,4}. Diskusi podle s dostaneme:

e Pokud s = 2, potom jediné mozné umisténi ¢ty vyse uvedenych
souboru je H = R > V = U. Slovensky krouzek muze byt pred
H = R, na stejném misté jako H = R, mezi H = RaV = U, na
stejném misté jako V' = U a konec¢né za V = U, celkem tedy pro
néj mame 2s + 1 = 5 moznosti. Proto podmince s = 2 vyhovuje
5 moznych potfadi soubori.

e Pro s = 3 jsou mozna nasledujici rozmisténi vyse uvedenych ctyt
soubort
H=R>V>U H=R>U>YV,
H>R=V>U, H>R>V=U,
R>H=U>V, R>H>V=U.
Stejné jako v predchézejicim, slovensky krouzek muzeme umistit

v kazdém poradi na 2s + 1 = 7 mist. Podmince s = 3 tak vyho-
vuje 6 - 7 = 42 rtiznych poradi soubort.

e Pokud s = 4, zaddny z krouzku H,V, R,U nemizZe byt na stejném
poradi. Pro tyto krouzky tak méme nasledujici moznosti

H>R>V>U, H>R>U>V, H>V>R>U
R>H>U>V, R>H>V>U, R>U>H>V

Slovensky krouzek muzeme u kazdého z téchto pofadi umistit na
2541 =9 mist, celkem nam tak vychazi 6 -9 = 54 rtznych umisténi
danych souborii.

Podle zadanych pravidel tak miizeme pét krouzki umistit celkem
5+42 454 =101

moznymi zptisoby.

Pozndmka. Redakce bohuzel neobdrzela zadné spravné feseni, fesitelé vzdy
néjakou drobnou chybickou byli blizko spravné hodnoty 101.

Netiplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy. Anton Hndth z Moravan
a Jozef Mészdros z Jelky.
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Uloha 250

Uvnitt étverce ABCD lezi bod P, pro ktery plati [AP| =1, |BP|=2a
|CP| = 3. Dokazte, Ze bod P’ soumérné sdruzeny s bodem P podle pfimky
AB lezi na kruznici opsané ¢tverci ABCD. Jozef Mészdros

Resend. Uvazujme otoceni se stfedem B a tithlem otoceni —90°, které zob-
razi vrchol A na vrchol C (viz obr. 1).

D C D,

A B Ch
Obr. 1

Oznac¢me @) obraz bodu P v tomto otoceni, tudiz PBQ je pravouhly rov-
noramenny trojthelnik s pravym tthlem pfi vrcholu B, kde |t BQP| = 45°.
7Z Pythagorovy véty v trojuhelniku PBQ plyne |PQ| = 2v/2. Trojihelnik
CPQ ma délky stran |PQ| = 2v/2, |CQ| = |AP| = 1, |CP| = 3. Podle véty
obracené k vété Pythagoroveé je tedy trojuhelnik C PQ pravouhly s pravym
thlem pii vrcholu @. Mame tak

|XAPB| = |« CP,B| = |<BP,P| + | PP,C| = 45° + 90° = 135°.

Tato skute¢nost je jiz nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby bod
soumeérné sdruzeny s bodem P podle pfimky AB lezel na kruznici opsané
¢tverci ABCD, coz jsme méli dokazat.

Pozndmka. Podle kosinové véty lze dopocitat délku strany ¢tverce

|AB| = \/]AP|2 + |BP|2 —2 - |AP| - |BP| - cos 135° = \/1 4+ 4 + 2/2.

Ulohu s podobnou tematikou muizete najit napi. v knize E. Caldy Mate-
matika pod mikroskopem.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Anton Hndth z Moravan.
Netplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Pavel Caldbek
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