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V ¢lanku se seznamime s fuzzy logikou. K vytvoreni fuzzy logiky vedly
nékteré zasadni nedostatky klasické logiky, zejména jeji omezena schopnost
pracovat s nepresnymi pojmy, tedy s pojmy, které ¢lovék bézné pouziva.
Fuzzy logika pfedstavuje moderni smér. Stala se dilezitym pilifem umélé
inteligence a nalezla uplatnéni v mnoha vyrobcich, které bézné pouzivame.

1. Vznik fuzzy logiky

Jen nékolikrat se v historii logiky stalo, Ze vznikla vyznamnd alternativa
k hlavnimu proudu predstavovanému klasickou logikou. Jednou z takovych
alternativ je fuzzy logika. Vznikla zhruba pred padesati lety v pracich ame-
rického inzenyra a matematika Lotfiho Askera Zadeha (1921-2017). V roce
1965 zverejnil ¢asopis Information and Control jeho praci ,Fuzzy sets“.
Zadeh v této praci upozornil na to, Ze zdkladni pojem klasické matematiky,
pojem mnoziny, je v mnoha situacich nedostacujici. Mnoziny reprezentuji
to, ¢emu bézné fikame soubory nebo seskupeni néjakych objekti. Sesku-
penym objekttim se fikd prvky dané mnoziny. Mame napftiklad mnozinu
sudych cisel, jejimiz prvky jsou sudé ¢isla, nebo mnozinu statd Spoje-
nych stati americkych, kterd ma padesat prvkt. Charakteristickym rysem
mnozin je, ze libovolny prvek do dané mnoziny bud patfi, nebo nepatii. To
je v souladu se zakladnim principem klasické logiky, podle kterého kazdé
tvrzeni, tedy i tvrzeni ,prvek patii do mnoziny“, je bud pravdivé, nebo ne-
pravdivé. Zadeh upozornil na to, ze seskupeni, se kterymi v bézném zivoté
pracujeme, tento rys postradaji a jsou tedy zasadné jina.

Tvoii napfiklad hodnoty (v torrech), odpovidajici pojmu normdini krev-
ni tlak mnozinu?") Do ni by jisté patfila hodnota 120 a naopak nepatfila

1) Myslime systolicky tlak.
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hodnota 60. Musely by ale existovat hrani¢ni hodnoty ¢; < ¢y ostie od-
délujici hodnoty normalniho krevniho tlaku. Krevni tlak ¢ by tedy byl
normalni, pravé kdyz by byl mezi ¢; a t,.2) Pak by ale pro libovolné ma-
lou odchylku € krevni tlak ¢; — € nebyl normalni, zatimco tlak ¢; + € by
normalni byl. To je ale absurdni (pfedstavme si tfeba ¢ = 0,1) — tak pfece
¢lovék pojem normdlni krevni tlak nechape.

Obr. 1 Lotfi Zadeh v roce 2004.

Zadeh si v§iml, ze klasicky pojem mnozina je v situacich podobnych té
vyse popsané nedostatecny. Ukazal, ze z hlediska aplikaci je toto pozoro-
vani zcela zasadni, Ze tedy nejde o néjaky okrajovy jev, o anomalii, ktera
je zajimava jen z teoretického hlediska. Vyrazy jako ,vysoka venkovni tep-
lota®, ,nizké otacky motoru“, ,nadvaha“ a podobné — tvrdil Zadeh — jsou
v naSem kazdodennim uvazovani a rozhodovani vSudypfitomné a nevy-
hnutelné. Abychom s nimi mohli pracovat, navrhl Zadeh novy pojem —
pojem fuzzy mnoziny — ktery zminéné nedostatky nemad. Zikladni mys-
lenka fuzzy logiky spoc¢iva v tom, Ze prislusnost prvku k fuzzy mnoziné je
ot4dzkou miry — nem4 povahu bud-anebo rozhodovani, a neni tedy ,cerno-
bila“. Po padesati letech 1ze konstatovat, ze Zadehtiv napad byl neobycejné
aspésny. Jeho prace o fuzzy mnozinach z roku 1965 patii mezi nejcitova-
néjsi prace v historii matematiky, logiky a informatiky a vedla k rozvoji
fuzzy logiky jako nové védni oblasti. Ta ma dnes nejen propracované teo-
retické zaklady, ale mize se pochlubit i obrovskym komercénim tspéchem.
S trochou nadsazky lze Fici, ze fuzzy logika je vsude kolem nés.

2)Pro nasi avahu je nepodstatné, zda to znamend t1 < t < t2, nebo t; <t < ta.
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2. Fuzzy mnoziny

Nevhodnost pojmu klasickd mnozina, o které jsme hovorili vyse, plyne
z toho, Ze vyroku ,objekt z patii do mnoZiny A“ je klasickd matema-
tika v souladu s principy klasické logiky ochotna priznat pouze dvé mozné
pravdivostni hodnoty — pravda a nepravda, nékdy oznacované 1 a 0. Fuzzy
logika tento princip, zvany princip bivalence, neptijima. Podle fuzzy lo-
giky miize byt vyrok pravdivy i jen do urcité miry, tj. pravdivy v urcéitém
stupni, ktery je mezi 0 a 1, napt. 0,8. Stupné pravdivosti predstavuji zo-
becnéné pravdivostni hodnoty, pricemz klasické pravdivostni hodnoty 0 a 1
jsou jejich hrani¢nimi pfipady. Tedy napfiklad zatimco vyrok ,120 torrt
je normalni krevni tlak“ mé v souladu s pfedchozi ivahou pravdivostni
hodnotu 1 a vyrok ,,60 torrti je normalni krevni tlak“ hodnotu 0, vyroku
»,100 torrti je normalni krevni tlak“ mutizeme prifadit pravdivostni hod-
notu 0,5. Tim vyjadfime, Ze krevni tlak 100 torrt sice neni iplné normalni,
ale do jisté miry ano.

Tak lze hovofit o fuzzy mnoziné A hodnot normélniho krevniho tlaku.
Klasickou mnozinu A 1ze chépat jako zobrazeni

A: U —{0,1},

které kazdému prvku u z daného univerza U uvazovanych prvkt prifadi 1
(tedy A(u) =1), pokud u patii do A, a které mu pfifadi 0, pokud v do A
nepatii. Fuzzy mnozina v univerzu U je pak zobrazeni

A:U —[0,1], (1)

které kazdému prvku u z U pfifadi stupei A(u) nalezeni prvku u do fuzzy
mnoziny A. Cim vétsi je A(u), tim vice prvek u do A patii. Obr. 2 ukazuje
klasickou mnozinu a fuzzy mnozinu, které popisuji pojem normdalni krevni
tlak.

Fuzzy mnoziny, na rozdil od klasickych, nejsou cernobilé, nemaji ostré
hranice — mezi moZnostmi ,byt prvkem* (1) a ,nebyt prvkem* (0) je celd
skala mezilehlych mozZnosti, totiz ,byt prvkem v jistém stupni® (napf.
ve stupni 0,8). Tyto stupné nemusi tvofit cely interval [0, 1], jako tomu
bylo vyse, viz (1). Miizeme uvazovat i koneénou mnozinu L pravdivostnich
hodnot, napfiklad L = {0,1/4,1/2,3/4,1}. V tomto piipadé bychom tyto
stupné nalezeni do fuzzy mnoziny chapali napfiklad jako ,,viibec ne“, , jen
trochu“, ,castecné®, ,do znacné miry*, a ,zcela® a fuzzy mnozina by byla
zobrazenim

A: U — {0,Y/4,1/2,3/4,1}. (2)
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Obr. 2 Normélni krevni tlak jako klasickd mnozina (vlevo) a jako fuzzy mnozina
(vpravo)

Piiklad 1. Necht U = R (redlna ¢isla), L = [0,1]. Uvazujme fuzzy mno-
zinu A: U — L definovanou takto:
0 pro u < 4,
Alu) = z—4 pro4d <u<h,
6 —x pro 5 < u <6,

0 pro u > 6.

Tato fuzzy mnozina reprezentuje mozny vyznam vyrazu ,pfiblizné 5¢ a je
znadzornéna na obr. 3.

Obr. 3 Fuzzy mnozina reprezentujici vyraz ,pfiblizné 5%

Piiklad 2. Vyraz ,dobré (formalni) vzdélani“ mizeme reprezentovat fuzzy
mnozinou 4: U — {0,0,1,...,0,9,1} v univerzu

U = {7&dné, zdkladni, stfedni, Bc., Ing., Mgr., Ph. D.},
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ktera je definovana takto:
A = {%/z4dné, %' /zakladni, ©°/stiedni, ®/Bc., ©?/Ing., ©?/Mgr., /Ph. D.}.
Tento zapis znamend, ze A(Bc.) = 0,8 atp.

Dilezitym pojmem, ktery propojuje klasické a fuzzy mnoziny, je po-
jem fez. Pokud a je pravdivostni hodnota, pak a-fez fuzzy mnoziny A
v univerzu U je klasickd podmnozina A mnozZiny U definované pfedpisem

A={uelU |A(u) > a}.

Rez %A tedy obsahuje ty prvky, které do A patii ve stupni a nebo vyssim.
Pojem fezu ilustruje obr. 4.

as
Obr. 4 a-fez fuzzy mnoziny A

Priklad 3. Uvazujme fuzzy mnozinu
0,2 0,6 0,1 0,8 1
AZ{ /Ul, /U27 /U?n /U47 /U5}
Jeji a-fezy proa =0,1,a=0,4,a =0,5a a =1 jsou
0,14 _
A — {ulau27u37u4)u5}7
0,4 4 _
A= {u27u47u5}7
0,54 _
A - {u27u47u5}7
1A = {U5}
Vyznam Fezu spoc¢iva v tom, ze umoznuji fuzzy mnoziny reprezentovat
y 1Y , ] y y rep

pomoci klasickych mnozin. Pro danou fuzzy mnozinu A: U — L muzeme
totiz uvazovat systém vSech jejich a-feztl, tedy systém

{°A|acL}.
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To je systém klasickych mnozin. Z tohoto systému lze v pripadé potieby
puvodni fuzzy mnozinu sestrojit. To si ukdZzeme za zjednodusujiciho pred-
pokladu, ze mnozina L pravdivostnich hodnot je konec¢na. Jak se snadno
presvédcime, plati pak

A(u) =max{a € L |u € “A}.

Tedy stupeii A(u), ve kterém u patii do A, se rovna nejvétsimu stupni a,
ktery ma tu vlastnost, ze prislusny fez ® A obsahuje prvek u.

3. Fuzzy logika jako logika

Odmitnuti principu bivalence, tj. pfipusténi moznosti, ze existuji vy-
roky, které nemusi byt (iplné) pravdivé, ani (iplné) nepravdivé, je radi-
kalni krok. Timto krokem totiz opoustime svét klasické logiky dtvérné
znamy od doby Aristotela. Opoustime tim také svét, ve kterém se od anti-
ky rozvijela veskera matematika, pfirodovédné i humanitni obory, i cela
zapadni filozofie. Novy svét, do kterého vstupujeme, je svétem jiné logiky.
Zda je tato logika — tedy fuzzy logika — Zivotaschopnou, plnohodnotnou
alternativou logiky klasické a zda se muze stat, podobné jako se stala lo-
gika klasicka, zakladem matematiky — tentokrate vSak matematiky jiné —
a metodickym zékladem dalsich obor1, je zdsadni, mnohovrstevna a znacné
slozita otazka. V této kapitole se pokusime ukézat nékteré z principi fuzzy
logiky jako formalni logiky.

Vénujme se nejprve otazce logickych spojek ve fuzzy logice. Jak vime,
v klasické logice je logicka spojka popsana tabulkou, ktera popisuje jeji vy-
znam (jeji tzv. pravdivostni funkei). Naptiklad tabulka konjunkce vypada
takto:

= o>
oS O | O
— O

Stejné jako v klasické logice musi i ve fuzzy logice konjunkce pfifazovat
dvéma pravdivostnim hodnotam, a a b, vyslednou pravdivostni hodnotu
a Ab? a to tak, aby a A b byla pravdivostni hodnota konjunkce dvou
tvrzeni, z nichZ jedno mé pravdivostni hodnotu a a druhé b. Ptirozenou

3)Spravné bychom méli odliSovat symbol spojky, A, od pravdivostni funkce, A*. Pro
jednoduchost budeme oboji oznacovat stejnym symbolem, A.
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moznosti ve fuzzy logice je definovat
a A'b = min(a,b).

Pokud je tedy vyrok ,Je zima.“ pravdivy ve stupni 0,5 (tj. mé pravdi-
vostni hodnotu 0,5) a vyrok ,Je jasno.“ ve stupni 0,8, je vyrok ,Je zima a
je jasno.“ pravdivy ve stupni 0,5, nebot 0,5 = min(0,5, 0,8). Tato konjunkce
se nazyva Godelova, protoze jako prvni pouzil minimum jako vicehodno-
tovou konjunkci vyznamny logik a brnénsky rodak Kurt Godel.

Existuje vSak i jind moznost, ktera se ve fuzzy logice pouziva, tzv. Go-
guenova konjunkce, ktera je definovana predpisem

aANb=ua-b.

Pak by konjunkce vySe zminénych vyroki byla pravdiva ve stupni 0,4,
nebot 0,4 = 0,5-0,8. Treti moznosti je pak tzv. Lukasiewiczova konjunkce,
ktera je definovana predpisem

aANb=max(0,a+b—1).

Grafy téchto tii uvedenych konjunkci vidime na obr. 5.

7 téchto graft je ziejmé, ze vSechny tyto konjunkce maji spolecné jisté
konjunkci, a to v tom smyslu, Ze jsou-li jejich argumenty a a b hodnoty
0 nebo 1, davaji stejny vysledek jako klasickd konjunkce. Vsechny také
spliuji nasledujici podminky:

anN(bAc)=(aAD)Ac, (3)
aNb=0bAa, (4)
jeelia<bpakaAc<bAc, (5)
anl=a. (6)

To jsou zakladni vlastnosti, které konjunkce ve fuzzy logice musi spliiovat.
Uvedené tfi konjunkce jsme nevybrali ndhodou. Omezime-li se na kon-
junkce, které jsou navic jako funkce spojité,?) pak lze ukazat, ze kazdou
konjunkci lze jistou konstrukci sestrojit z Godelovy, Goguenovy a Luka-
siewiczovy konjunkce.

YPokud Etenaf nezna pojem spojitosti funkce, muze si predstavit, ze graf takové
funkce neobsahuje zadné skoky, tj. neni nikde pferuseny.
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Obr. 5 Tii zdkladni konjunkce ve fuzzy logice: nahofe Godelova (minimum),
uprostied Goguenova (souéin), dole Lukasiewiczova
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Logické spojky jsou v klasické logice zakladem pro logické odvozovani,
pro operace s mnozinami i pro dalsi konstrukce, které maji logickou po-
vahu. Ve zbytku této kapitoly naznacime, jak je tomu ve fuzzy logice.

Uvazujme klasické mnoziny A a B. Jejich prinik, A N B, je definovan
predpisem

ANB={ueU|ue Aauc B}
Pro naSe potfeby ted budeme tyto mnoziny chépat jako funkce prislus-

nosti A: U — {0,1} a B: U — {0,1} v daném univerzu U, tj. A(u) =1
znamend, ze u patii do A. Snadno vidime, Ze prunik lze popsat takto:

(AN B)(u) = min(A(u), B(u)).
Vyraz min(A(u), B(u)) pfitom odpovidd tomu, Ze aplikujeme klasickou

konjunkei (ta je vyjadiena funkci min) na pravdivostni hodnoty A(u) a
B(u). Tento prinik je zndzornén na obr. 6.

A ANB

Obr. 6 Prunik klasickych mnozin

Ve fuzzy logice se prinik fuzzy mnozin A: U — [0,1] a B: U — [0, 1]
definuje v principu stejné, tedy opét predpisem

(AN B)(u) = min(A(u), B(u)).
Rozdil je v tom, ze A(u) a B(u) jsou nyni obecné stupné pravdivosti z in-
tervalu [0,1] a Ze min reprezentuje Godelovu konjunkci. Takovy prinik

fuzzy mnozin je zndzornén na obr. 7.

Piiklad 4. Uréime primik fuzzy mnozin A a B v univerzu U = {1,2,3,4,5}.
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ANB

Obr. 7 Prinik fuzzy mnozin zaloZeny na Gédelové konjunkci

Je-li

A= {1/270,5/3’0,8/57 1/6} a
B = {!/1,%%/3,95/4,%%/5}, je
AN B = {%%3,08/5}.

Pro jinou konjunkci, feknéme ®, by ale pranik vypadal jinak. Ukazuje
to obr. 8.

A® B

Obr. 8 Prinik fuzzy mnozin zaloZeny na obecné konjunkci ®
Je to proto, Ze takovy prunik je definovan predpisem
(AN B)(u) = Au) ® B(u)

a proto, ze kazda konjunkce ®, splitujici vyse uvedené podminky (3)—(6),
splituje a ® b < min(a, b).
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Nemitizeme se zde podrobnéji vénovat formalnim aspekttim fuzzy logiky.
Uvedeme pouze, ze stejné jako klasicka logika mé solidné propracované za-
klady v podobé vyrokové logiky, predikatové logiky a dalsich systémi, méa
dnes i fuzzy logika solidné propracované zaklady. Zajemce odkazujeme na
knihu [1]. Abychom alespoii struéné nastinili, jak ve fuzzy logice probiha
formdlni logické usuzovani, podivdme se na tzv. paradox hromady (nazy-
vany také sorites).

Je to vyznamny paradox, jehoz formulace je pfipisovana Eubulidovi
z Milétu (4. stol. pf. n. 1.). Je formulovan takto:

0 zrnek pisku netvofi hromadu.
Kdyz n zrnek netvori hromadu, pak ani n + 1 zrnek netvori hromadu.
Zavér: Pro zadné ¢islo n netvofi n zrnek pisku hromadu.

Zaveér je evidentné nepravdivy, ale odvodili jsme ho vSeobecné pouziva-
nou metodou matematické indukce z predpokladii, které povazujeme za
pravdivé, coz je paradox.

Fuzzy logika nabizi prirozené feseni tohoto paradoxu. To samo o sobé
je podstatna skutecnost, protoze k rozieseni dlouhotrvajiciho paradoxu
je obvykle treba prolomit hluboce zakofenéné, omezujici paradigma. Toto
paradigma je v naSem pripadé pochopitelné predstavovano vyse zminénym
principem bivalence, ze kterého klasicka logika vychazi.

Necht NH(n) oznacuje tvrzeni, Ze n zrnek netvofi hromadu. Pak para-
dox hromady lze schematicky znazornit nasledovné:

NH(0)
NH(n) — NH(n + 1)

pro kazdé n: NH(n)

Z hlediska fuzzy logiky je pfirozené pfijmout, ze NH(0) je pravdivd ve
stupni 1. Formuli
NH(n) — NH(n + 1)

je vsak prirozené povazovat za pravdivou v né€jakém vysokém stupni, rek-
néme 0,99, ale ne ve stupni 1. Jak ale z takovych predpokladi, které jsou
pravdivé jen cCastecné, odvozovat zavéry? Fuzzy logika pro tento piipad
nabizi zobecnénou verzi odvozovaciho pravidla modus ponens. Tu navrhl
v roce 1968 ve své prilomové préci ,, The logic of inexact concepts® ame-
ricky informatik Joseph A. Goguen. Toto zobecnéné pravidlo lze znazornit
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schématem
“/o,%p =
a®b/,¢

které znamena, ze z formule ¢ platné ve stupni a a formule ¢ — 1 platné
ve stupni b mizeme odvodit, ze formule ¥ je platna ve stupni a ® b. Pfitom
a ® b je vysledek konjunkce ® pouzité na stupné a a b. PouZijme, jak to
uéinil Goguen ve své praci z roku 1968, za konjunkci ® soucin, tedy

a®b=ua-b.

V nasi situaci mazeme tedy provést nasledujici tasudky. Nejprve odvodime

L/NH(0), %/ NH(0) — NH(1)
0.99 / NH(1) '

Stupeti 0,99 u odvozené formule NH(1) jsme totiz ziskali jako stupeti a ® b
z vySe uvedeného schématu, protoze a®b = 1-0,99 = 0,99. Déale odvodime

099/ NH(1), %9 /NH(1) — NH(2)
07992/NH(2)

protoze v tomto p¥ipadé a ® b = 0,99 - 0,99 = 0,992. Snadno nahlédneme,
7e tak po n krocich odvodime

099" /NF(n — 1),%99 /NH(n — 1) — NH(n)
099" / NH(n) .

//////

stupni 0,99". Cim vice zrnek, tim méné je tedy toto tvrzeni pravdivé, coz
je v souladu s intuici. Pro n = 100 tak odvodime stupen pfiblizné rovny
0,37.°) Paradox byl odstranén. Pojem hromada je totiz ,fuzzy pojem®,
tedy pojem, ktery neméa — na rozdil od klasickych pojmi jako je tieba
pojem prvocislo — ostfe vymezené, Cernobilé hranice. Predpokladat, ze
tvrzeni ,n zrnek pisku netvofi hromadu“ muze byt jen pravdivé, nebo
nepravdivé, jak ¢ini formulace paradoxu hromady, je tedy nespravné. To
je davod zdanlivého paradoxu.

5)Hodnotu 0,99 jsme zvolili pro ilustraci. Mtizeme zvolit jinou hodnotu, napi. 0,999,
a ziskat tak jiné zavéry, které se nékomu mohou zdat 1épe odpovidajici tomu, jak chape
pojem hromada.
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4. Od pocateéniho odporu k masovému nasazeni

Pripustit, Ze existuji i jiné pravdivostni hodnoty nez pravda a nepravda,
je radikalni krok. Zadehiv pojem fuzzy mnoziny a obecnéji pak fuzzy
logika jako alternativa klasické logiky proto predstavuje — feceno terminem
Thomase Kuhna — nové paradigma.’) Od Kuhna vime, Ze nové paradigma
se prosazuje obtizné a je mu kladen odpor. Fuzzy logika v tomto sméru
nebyla vyjimkou. Pro pfiklad uvedme, co fekl o fuzzy logice jesté v roce
1975 William Kahan, vyznamny védec a profesor na univerzité v Berkeley:
»Fuzzy logika je chybnd, chybna a znicujici. ... Co potfebujeme, je vice,
ne méné logického mysleni. Nebezpeci fuzzy teorie je v tom, ze povzbudi
praveé ten typ nepiesného mysleni, ktery ndm zpusobil tolik problémt.“ [1].

Stale vice lidi vSak zacalo chapat, ze fuzzy logika je zivotaschopnou
alternativou logiky klasické a ze — a to predevsim — umoziuje fesit dile-
zité problémy. Pomérné rychle se proto zacal rozvijet vyzkum fuzzy logiky,
ktery nakonec vedl k praktickym realizacim i k vyraznym komercnim tspé-
chim.

Komeréné jednoznacné nejuspésnéjsi aplikaci fuzzy logiky jsou tzv. pra-
vidlové fuzzy systémy a na nich zalozené fuzzy regulatory. Jejich princip
strucné vysvétlime v pristi kapitole. Fuzzy regulatory byly poprvé komer-
¢né pouzity pro fizeni cementové pece v danské spole¢nosti F. L. Smidth &
Company v roce 1980. Obrovsky rozmach, oznacovany jako ,fuzzy boom*,
vSak zaznamenaly koncem 80. a zacatkem 90. let v Japonsku. Fuzzy regu-
latory tam byly napftiklad nasazeny k fizeni metra v mésté Sendai. Vlaky
se tak — bez zasaht lidského operatora, plné Fizené fuzzy logikou — roz-
jizdély i zastavovaly plynuleji, byly schopné pfesné zastavit na ureném
misté a dokonce spotfebovavaly o 10 % méné energie. Tento spéch poz-
déji vedl k zavedeni podobného systému i v Tokiu. Zejména se vSak fuzzy
regulatory prosadily v nejrozmanitéjsich vyrobcich na trhu se spotiebni
elektronikou. V obchodech se zacaly ve velkém prodéavat fuzzy logikou ¥i-
zené fotoaparaty, pracky, vysavace, varie ryze a mnohé dalsi vyrobky.
Podle zaznamu japonského ministerstva primyslu a obchodu ¢inil v roce
1991 obrat japonského trhu s vyrobky ¥zenymi fuzzy logikou (70 % z toho
byla spotiebni elektronika) cca 2 miliardy americkych dolard, coz odpo-
vida neuvétitelnému 1 % tehdejsiho celosvétového trhu s pocitadovymi
technologiemi.

,Fuzzy boom* je sice jiz minulosti, nicméné fuzzy logika je dnes rutinné

6)Kuhn, T. S. The Structure of Scientific Revolutions. Chicago: Univ. of Chicago
Press, 1962.
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pouzivana v mnoha oblastech. I kdyZ o tom mozna nevime, setkavame se
s ni denné i na ¢eském trhu — je naptiklad v prackach nebo v automatickych
prevodovkach koncernu Volkswagen. Japonska firma Omron, jejiz méfice
tlaku jsou bézné k dostani i u nés, v roce 2013 oznamila, ze prodala jiz

120 miliént méri¢a fungujicich na bazi fuzzy logiky.

5. Pravidlové fuzzy systémy

Pravidlové fuzzy systémy a fuzzy regulatory, které jsme zminili v pfed-
chozi kapitole, vychazeji z faktu, ze v mnoha pfipadech je ¢loveék — expert —
schopen Fidit i systém, ktery je znacné slozity a metodami klasické teorie
fizeni nezvladnutelny. Modely klasické teorie fizeni potfebuji znat fyzi-
kalni model tizeného systému. Expert naproti tomu fidi systém pomoci
algoritmu, ktery je schopen popsat v pfirozeném jazyce a ktery fyzikalni
model znat nepotiebuje. Expert napriklad vi, ze jestlize je teplota v mist-
nosti velmi vysokd a otacky vétraku nizké, pak je tfeba otacky vyrazné
zvysit. Zeptame-li se ho tedy, jak systém Fidi — v tomto jednoduchém pti-
kladé tedy 1idi vétrani mistnosti —, fekne ndm Ze pouziva nékolik pravidel
tvaru ,,jestlize—pak“. Tato pravidla, jako to pravé uvedené, témér vzdy
obsahuji vagni vyrazy (,velmi vysoké teplota“ apod.) a expert je na za-
kladé nich schopen logicky odvodit spravny zavér, akéni zasah, naptiklad
spravné nastavit rychlost vétraku. To je pro fuzzy logiku piihodnéa situ-
ace. Fuzzy logika umi vagni vyrazy matematicky reprezentovat, pracovat
s nimi a nakonec provadét logické tisudky, které simuluji expertovo uvazo-
vani. Vysledny systém, tzv. pravidlovy fuzzy systém nebo fuzzy regulator,
tedy v tomto smyslu napodobuje operatorovo rozhodovani, aniz by bylo
nutné znat fyzikalni model fizeného systému.

Pravidlovy fuzzy systém sestava z nasledujicich komponent:

e baze pravidel,
e inferen¢ni modul,
e piipadné modul tzv. defuzzifikace.

Béaze pravidel je mnoZzina m pravidel nasledujiciho tvaru (j = 1,...,m):
JESLTIZE 4 je Aj1 a -+ a x, je Ajn, PAK y je Bj,

kde z1, ..., x,, y jsou proménné s moznymi hodnotami v mnozinach
X1, ..., Xpn, Y akde Aj1, ..., Aj,, Bj jsou jazykové vyrazy jako ,mald”,
,velmi vysokd“ apod. Inferen¢éni modul pfedstavuje algoritmus, ktery umoz-
ni na zakladé hodnot vstupnich proménnych x; odvodit hodnotu vystupni
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proménné y. Hodnotou y mize byt i fuzzy mnozina v Y, ze které se v pri-
padé potieby metodou defuzzifikace vypocita konkrétni hodnota v Y.
Cely postup si podrobné ukizeme na jednoduchém piikladu. Budeme
uvazovat jeden vstup, tj. n = 1. Mnozinu X; vstupnich hodnot budeme
znacit jen X a budeme pfedpokladat, ze X =Y = {0,1,...,10}. Déle
budeme predpokladat, ze baze R pravidel obsahuje nasledujici t¥i pravidla:

JESTLIZE z je piiblizné 2, PAK y je zhruba 3,
JESTLIZE z je zhruba 4, PAK y je piiblizné 7,
JESTLIZE z je pfiblizné 7, PAK y je pfiblizné 9,

kterd budeme dale oznacovat takto:

JESTLIZE z je A, PAK y je By,
JESTLIZE z je Az, PAK y je B,
JESTLIZE z je As, PAK y je Bs.

Tedy A; je vyraz ,pfiblizné 2“ atd. Jaka vystupni hodnota odpovida podle
této baze pravidel vstupni hodnoté z = 57

Ukazeme si, jak tuto otazku fesi tzv. Mamdaniho pfistup, ktery je
v praxi nejCastéji pouzivanym. Jazykovym vyraztim A; a B; nejdiive pii-
fadime fuzzy mnoziny A; a B;, které pfirozené odpovidaji jejich vyznamu.
Zvolime nésledujici:

¢fy [001 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ai(z)[005 1 050 0 0 0 0 0 O
Bi(y)|0 05075 1 1075 05 0 0 0 0
As(x)|0 0 0,25 0,75 1 0,75 025 0 0 0 0
Ba(y)[00 O 0 0 0 0O 05 1050 0
A3(z)[00 0 0 0 0 O 05 1050 0
Bs(y)[0 O 0 0 0 0O 0 005105

Tedy A1(0) =0, A1(1) = 0,5, ..., Bs(10) = 0,5.

Daéle ur¢ime fuzzy relace R;, Ro a Rgs, které nase tfi pravidla repre-
zentuji. Fuzzy relace R; prifazuje kazdé dvojici x € X a y € Y stupenl
Rj(x,y), ve kterém jsou x a y ve vztahu, ktery R, reprezentuje. Pozname-
nejme, ze do klasické binérni relace danéa dvojice bud pat¥i, nebo nepatii.
Napiiklad dvojice prvka 1 a 3 pati{ do relace < (byt mensi). Do fuzzy
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relace dana dvojice patii v uréitém stupni. Naptiklad dvojice bratru, kteri
jsou si zna¢né podobni, muze do relace ,,byt podobny“ patfit ve stupni 0,8.
Stupeni R;(z,y) je definovan pfedpisem R;(z,y) = A;(z) A Bj(y), tedy
napft.

Ri(1,2) = Ay (1) A B1(2) = 0,5 A 0,75 = min(0,5, 0,75).

NaSe R1, Ry a R3 jsou popsany nasledujicimi tabulkami (stupen R;(z,y)
je v prusediku sloupce x a fadku y):

100 0 0 0 000000 0
910 0 0 0000000 O
8100 0 0000000 O
7100 0 0000000 0
6 005 05 05000000 0
5 100507 05000000 0
41005 1 05000000 0
31005 1 05000000 0
2 100507 05000000 0
1 /005 05 05000000 0
0/00 0 0000000 O
R0 1 2 3 45678910
10(00 0 0 0 000 0
9100 0 0 0 O O 000 O
8 00025 05 05 05 025000 0
7 100025 075 1 0,75 02500 0 0
6 00025 05 05 05 025000 0
5100 0 0 0 0O O 000 O
4100 0 0 0 0O O 000O
3100 0 0 0 0 0 0000
2100 0 0 0 0 0O 000 O
100 0 0 0 0O 0 000 O
000 0 0 0 O O 000 O
RyJ01 2 3 4 5 6 78910
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100 000000505050 0
9 100000005 1 050 0
8 /0000000505050 0
71000000 0 0 0 00
6 000000 0 0 0 00
51000000 0 0 0 00
41000000 0 0 0 00
31000000 0 0 0 00
21000000 0 0 0 00
10000000 O 0 OO
0000000 0 O 0 0O
R3|012345 6 7 8 910

Vysledna fuzzy relace R, kterd reprezentuje celou bazi pravidel, je sjed-
nocenim fuzzy relaci Ry, Ry a R3, tedy R = R; U Rs U R3, coz znamena,
ze

R(z,y) = max(Ri(z,y), Ra(x,y), R3(z,y)).

Fuzzy relace R je tedy popsana nésledujici tabulkou:

100 0 0 0 0 0 05 05050 0
910 0 0 0 0 O 05 1 0500
8 10 0 025 05 05 05 05 05 0,50 0
710 0 025075 1 075025 0 0 0 0
6 /005 05 05 05 05 025 0 0 0 0
5100507 05 0 0 0 0 0 00
4005 1 05 0 0 0 0 0 00O
31005 1 05 0 0 0 0 00O
2100507 05 0 0 0 0 0 0O
1100505 05 0 0 0 0 0 00
0j0o 0 0 0 0 O O O O0O0°O
R001 2 3 4 5 6 7 8 910

Predpoklddejme, Ze je ddna fuzzy mnozina A’, kterd popisuje skuteénou
hodnotu vstupu (A’ mize t¥eba reprezentovat vyraz ,asi 5“ nebo ,velmi
mald® nebo ,pfesné 5“). Podle inferen¢niho mechanismu, ktery se nazyva
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kompoziéni pravidlo inference (angl. compositional rule of inference), se
ze vstupni fuzzy mnoziny A’ a béaze pravidel reprezentované fuzzy relaci
R odvodi vystupni fuzzy mnozina B’ = A’ o R. Ta je definovana tak, Ze
pro kazdou y € Y je

B'(y) = max(A'(z) A R(x,y)),
reX

pfi¢emz budeme opét uvazovat, ze A’'(x) A R(z,y) = min(4'(z), R(z,y)).
Vstupni fuzzy mnozina A’ se tedy zobrazi na vystupni fuzzy mnozinu B’.

Tento pristup umoznuje fesit i situace, pfi kterych je vstupni hodnota
konkrétni prvek x’ z mnoziny X (tedy nikoli fuzzy mnozina A’ prvka z X)
a jako vystup je pozadovana konkrétni hodnota ¢’ z Y (tedy nikoli fuzzy
mnozina B’ prvkd z Y). Je-li ' € X ona vstupni hodnota, mtzeme ji
pievést na jednoprvkovou fuzzy mnozinu {!/a'}, tj. vzit A’ = {{/2'}, a po-
stupovat pii inferenci jako vyse. Pfevod 2’ na {!/2'} je specidlnim piipa-
dem fuzzifikace. Je-li naopak B’ odvozena vystupni fuzzy mnoZina v Y,
potiebujeme ¢asto pouze jednu konkrétni hodnotu vy’ z Y. Potfebujeme
tfeba konkrétni hodnotu akéniho zasahu, naptriklad hodnotu, na kterou se
nastavi rychlost vétraku. Hodnotu v’ ziskdme z fuzzy mnoziny B’ meto-
dou defuzzifikace. Hodnota 3’ méa vhodné reprezentovat fuzzy mnozinu B’'.

vV ey

pripadé by se takto ziskand hodnota y' = D(B’) vypocitala podle vzorce

dyev ¥ B(y)
ZyEY B'(y)

Vratme se k naSemu zadéni. Mame zjistit, jaky vystup odpovid4 vstupni
hodnoté 2/ = 5. Hodnotu 2’ = 5 nejdiiv pfevedeme na fuzzy mnozinu
A" = {1/5}. Pak dle vyse uvedeného postupu odvodime B’. Napiiklad pro
y = 6 dostaneme

y =D(B) =

B'(6) = ma;(cmin(A’(x),R(x,G))
TE
= maxmin({*/5}(z), R(z,6))
zeX
= min({!/5}(5), R(5,6)) = min(1,0,5) = 0,5.
Tak postupné odvodime, ze vystupem je fuzzy mnozina

B/ _ A/ oR = {0’5/6,0’75/770’5/8}.
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Pokud bychom potiebovali konkrétni hodnotu y’, spo¢itali bychom ji vyse

vvoey

y,:D<B,):6 05+7-0,75+8-05 12,25 _
0,5+0,75+ 0,5 1,75

Nasledujici tabulka ukazuje pro vsechny vstupni hodnoty z’ jim odpo-
vidajici vystupni fuzzy mnoziny B’ () oznacuje prazdnou fuzzy mnoZinu,

tj. O(y) = 0):

vstup vystupni fuzzy mnozina
x! B' ={Y2'}oR
0
0
{0:5/8,0,5/9,0,5/10}
{0:5/8,1/9,95/10}

{0.25/6,0,25/7 05/8 0.5/9 0.5/10}
{0:5/6,0.75/7,0,5/8)
{0:5/6,1/7,0:5/8}
{0:5/1,0.5/2,0.5/3 0.5/4 0.5/5 0.5/ 0:75/7 0.5/8}
{0:5/1,0.75/2,1/3,1/4,0:75/5 0.5/ 0:25/7 0:25/8}
{0:5/1,0:5/2,0:5/3,0:5/4 0:5/5 0.5/}

0

Pokud navic provedeme na takto ziskané fuzzy mnoziny B’ defuzzifikaci

Vvey

—
o

O N W ks OO NN o ©

jici tabulkou. V ni ,ND* odpovida pripadtim, ve kterych je vystupni fuzzy
mnozina B’ prazdnd a ve kterych tedy vystupni hodnotu ¥’ povazujeme
za nedefinovanou.”)

2|0 1 2 3 45 6 78 9 10
B'|ND 35 3,9 465 7 7 8375 9 9 ND ND

7)Vsimnéme si, Ze defuzzifikaci vzniknou i hodnoty, které nelezi v mno#iné vystupnich
hodnot {0,1,...,10}, napf. hodnota 3,9, kterd odpovidd vstupni hodnoté 2. To v dané
situaci nemusi vadit. Pokud by to vadilo, hodnoty lze zaokrouhlit. Vstupu 2 by pak
odpovidal vystup 4.
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6. Historie a perspektivy fuzzy logiky

I kdyz za vznik fuzzy logiky je povazovan rok 1965, ve které byla pub-
likovana Zadehova prace ,Fuzzy sets“, zakladni myslenka, ze které fuzzy
logika vychazi, se objevila mnohem dfive. Na skutecnost, ze princip bi-
valence neni samoziejmy a ze nékterym vyrokiim — naptiklad tém o bu-
doucnosti — je prirozené ptiznat i jinou pravdivostni hodnotu nez pravda a
nepravda, upozornil jako prvni ve svych klasickych spisech De interpretati-
one a Categoriae sém zakladatel klasické logiky, Aristotelés. Az do prelomu
19. a 20. stoleti se vsak tvahy o logice s vice pravdivostnimi hodnotami
objevovaly jen zfidka. Dilezitou vyjimkou byl vyznamny stfedovéky mysli-
tel William Ockham, ktery analyzoval Aristotelovy prace a odvodil z nich
mimo jiné jistou spojku implikace se tfemi pravdivostnimi hodnotami.
Aristotelovy tvahy o mozné tfeti pravdivostni hodnoté se staly predmé-
tem vasnivych, deset let trvajicich debat na univerzité v Lovani, které
se odehravaly v letech 1465-1475. Za dalsi meznik lze povazovat tvahy
o vagnosti vyrazil prirozeného jazyka. Za vagni jsou oznacovany prave ty
vyrazy, které nemaji ostfe vymezené hranice, jako napft. vySe uvedeny vy-
raz ,normalni krevni tlak“. Tyto tivahy se poprvé objevily u vyznamného
empiristy Johna Lockea, naptiklad v jeho zakladnim filozofickém dile Esej
o lidském chdpdni. Uvahy o vagnich vyrazech se poté staly soucasti knih
o logice — prvni je vyznamna ucebnice Logick Isaaca Wattse z roku 1724 —
nicméné soucasti, které byla zpravidla vénovana jen okrajova pozornost.

Na pfelomu 19. a 20. stoleti se vicehodnotovymi logikami zabyvali tii
myslitelé: skotsky matematik Hugh MacColl, americky filozof a matema-
tik Charles Sanders Peirce, a rusky filozof Nikolaj Vasiljev. Vznik moderni
vicehodnotové logiky je vSak spjat s obdobim kolem roku 1920, kdy své
objevy ucinili t¥i vyznacéni védci: polsky logik Jan Lukasiewicz, svycarsky
matematik Paul Bernays a americky matematik polského ptavodu Emil
Post. Lukasiewicz byl motivovan Aristotelovymi Gvahami o pravdivosti
vyrokid o budoucnosti a navrhl logické systémy se tfemi i vice pravdi-
vostnimi hodnotami. Ty jsou znamy jako Lukasiewiczovy logiky a patii
poli vicehodnotové logiky byl donedavna neznamy, i Post byli motivovani
predevsim matematickymi tivahami a problémy.

Zejména Lukasiewiczova prace vedla ke zna¢nému rozvoji logik s vice
pravdivostnimi hodnotami, a to jak samotné Lukasiewiczovy logiky, tak lo-
gik jinych. Ty se 1isi pouzivanymi pravdivostnimi hodnotami, ale také tim,
jak definuji logické spojky. Nékteré prace pritom vychazely z praktickych
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motivaci, jiné se o motivace a pripadné aplikace nezajimaly a studovaly
vicehodnotové logiky jako formalni systémy bez ohledu na jejich vyuziti.
K tém prvnim patii prace Lukasiewicze, ktery interpretoval tfeti pravdi-
vostni hodnotu, 1/2, jako hodnotu vyroku, ktery je mozny (tj. nikoli nutné
pravdivy nebo nepravdivy), dale pak prace sovétského logika Dmitrije A.
Bochvara, ktery rozvinul logiku pro analyzu paradoxti, nebo amerického
logika Stephena C. Kleeneho, ktery byl motivovan nékterymi otazkami
teorie vypocti. Téch druhych, tj. praci formalistickych, které nehledély
na praktické motivace, byla vSak naprostd vétsina a jejich podil rostl. To
vedlo k tomu, Ze se zacaly objevovat kritické hlasy — maji vicehodnotové
logiky hlubsi smysl nebo jsou to jen matematicko-logické hracky?

Na poli filozofie se mezitim, ovSem vétsinou bez kontaktu s vyzkumem
ve vicehodnotové logice, zacala intenzivné rozvijet debata o vagnosti. Jed-
nim ze zasadnich impulst byl ¢lanek ,Vagueness®“ prominentniho matema-
tika a filozofa Bertranda Russella z roku 1923. Brzy se objevily dalsi, mezi
nimi také vlivny ¢lanek ,Vagueness: an exercise in logical analysis“ americ-
kého filozofa Maxe Blacka z roku 1937, ve kterém byl — témér 30 let pred
prvnim Zadehovym ¢lankem o fuzzy mnozindch, byt v mirné jiné podobé
a pod néazvem ,consistency profile“ — pojem fuzzy mnoZiny v podstaté
zaveden. Praci o vagnosti pomérné rychle pfibyvalo, nepresahly vSak pole
filozofie a az na nékolik vyjimek, mezi které patii zminéna Blackova prace,
se otazkou, jak vagnost matematicky uchopit, natoz pak, jak pripadné
matematické modely vagnich vyrazi pouzit, nezabyvaly.

Zadehtv c¢lanek ,Fuzzy sets“ zvefejnény v roce 1965 pfedstavuje na
poli vicehodnotové logiky zasadni milnik. Zadeh sice v ¢lanku nevytvoril
zadnou konkrétni logiku v modernim slova smyslu — ostatné termin ,fuzzy
logic* poprvé pouzil v ponékud technickém smyslu v roce 1966 Marinos
a v dnes bézném smyslu az v roce 1968 Goguen. Existujicich praci na
poli vicehodnotové logiky, ani na poli vadgnosti si Zadeh nebyl védom (na
zadnou z nich se v ¢lanku neodvolavd). Hnacim motorem pro ného byl
zminény nedostatek klasického pojmu mnozina — neschopnost reprezento-
vat vyznam vagnich vyrazu, které jsou typické pro prirozeny jazyk a za-
sadni pro nasi schopnost popisovat okolni svét, formulovat a sdélovat zna-
losti, t¥idit informace a podobné. Pojmem fuzzy mnozina ukazal, jak tento
zasadni nedostatek odstranit. Z hlediska vicehodnotové logiky vsak také
ukézal pfirozeny zpiisob, jak interpretovat mezilehlé pravdivostni hodnoty,
napf. 0,8, totiz jako pravdivostni hodnoty vyroki, které obsahuji vagni vy-
razy, tedy vyroku jako ,Venkovni teplota je velmi nizka“, , Tento pacient
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ma vysoky krevni tlak®, | Bude-li inflace vysokd, Gspory se znacné snizi“
a podobné. Byt ndm dnes pripada, Ze tato interpretace se prfimo nabizi a
nelze ji prehlédnout, v literatuie o vicehodnotové logice byla pfed Zadeho-
vym ¢lankem neznadma. Zadehiv objev mé atributy vyznamného objevu:
fesi problém, ktery dostupnymi metodami fesitelny nebyl; jde o problém
zékladni, tj. problém, ktery se promitd do celé fady oblasti (matematika,
informatika, inZenjyrské obory, pfirodni i spolecenské védy); fesi ho kon-
cepcné novym, ale jednoduchym pojmem, ktery je v ¢lanku popsan spolu
se zékladnimi pravidly, jak s nim pracovat.

Jak jsme uvedli vySe, fuzzy logika jako alternativa zobecnujici logiku
klasickou predstavuje zasadné nové paradigma a musela se zpocatku po-
tykat s negativnimi reakcemi. Od 70. let 20. stoleti se vSak vyzkum ve
fuzzy logice zacal intenzivné rozvijet. Teoreticky vyzkum se pritom za-
byval zejména teoril fuzzy mnozin a rozvojem ruznych oblasti matema-
tiky, naptiklad topologie, pravdépodobnosti nebo algebry, z pohledu fuzzy
mnozin. Aplika¢né zaméreny vyzkum se vénoval zejména pouziti fuzzy
mnozin v raznych oblastech, ve kterych hraje dulezitou roli pfirozeny ja-
zyk — napriklad v rozhodovani, fizeni, rozpoznavani vzorta nebo klasifikaci
a shlukovani — a vyvinuté metody byly pouzivany pro feseni rtiznych pro-
blémt. Vyznamnym podnétem pro rozvoj aplikacné zaméreného vyzkumu
se staly prvni komeréné uspésné aplikace fuzzy logiky, o kterych jsme se
zminili vyse.

Na vyvoji fuzzy logiky se vyznamnou meérou podileli také cesti védci.
Vyznamné vysledky ziskal nejdfive Jan Pavelka. Na jeho praci pak nava-
zal Vilém Novak, ktery je také autorem prvni ceské knihy o fuzzy logice
[2]. V 90. letech 20. stoleti se fuzzy logikou zacal intenzivné zabyvat Petr
Hajek, matematik a logik svétového formatu, ktery se svymi spolupracov-
niky fuzzy logiku vyznamnym zptsobem rozvinul. V soucasné dobé patii
vyzkumné skupiny v Praze, Ostravé a Olomouci mezi lidry v oboru.

Fuzzy logika je po padesati letech své existence stile zivym oborem.
plni ucebnic. Jiné, a mezi nimi je mnoho z téch, které primo ¢i velmi tzce
souvisi s informatikou, jsou stale oteviené a volaji po TeSeni dulezitych
problémt. Dobfe to ilustruje skutecnost, ze prestizni Godelova cena byla
v roce 2014 udélena Ronaldu Faginovi, Amnonu Lotemovi a Monimu Na-
orovi pravé za praci o optimalni agregaci pravdivostnich stupni v jistém
obecném databazovém problému.

148 Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019



Lotfi Zadeh popsal v roce 2015 v ¢lanku ,, Fuzzy logic—a personal per-
spective” svou predstavu o budoucnosti fuzzy logiky takto: ,Véda je v roz-
hodujicich aspektech zalozena na klasické, aristotelovské, dvouhodnotové
logice. Ve védé je binarizace pravidlem spiSe nez vyjimkou. V lidském
mysleni je tomu naopak. Jednim z hlavnich pfinosu fuzzy logiky je to, Ze
poskytla zaklad pro dalekosdhlou zménu — v témér vSech oblastech védy
— od binarismu k pluralismu, od ¢erného a bilého k odstintim Sedi. Tento
posun se bude v nasledujicich letech nejspis zrychlovat a vliv fuzzy logiky
se nejspis stane jesté viditelnéjSim a vyznamnéjsim. Je pravdépodobné,
ze ve védé — stejné jako ve fuzzy logice — vSe bude nebo bude moci byt
otazkou miry. To je to, co vidim ve své kiistalové kouli.*

Podrobné pojednani o historii fuzzy logiky, jejim vyvoji a perspektivach
prinesla neddvno vydand kniha [1].
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