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Ulohy I. kola (doméci ¢4st)
69. ro¢niku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-1-1
Pro kladné realna ¢isla a, b, ¢, d splnujici nerovnosti a > b, ¢ > d plati

a+b>c+d, ab<cd.

Dokazte, Ze pak nutné a > ¢ > d > b.
(Michal Rolinek)

A-1-2

Dokazte, Zze pocet moznosti, jak lze Gtvar na obrazku vydlazdit domi-
novymi kostkami, je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominové kostka po-
kryva vzdy dvé policka sousedici stranou.)

(Josef Tkadlec)
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A-1-3

Uvnitt stran AB a AC daného trojthelniku ABC jsou zvoleny po fadé
body P a @. Ozna¢me R prusecik piimek BQ a CP a p, q, r postupné
vzdalenosti bodu P, @), R od pfimky BC. Dokazte, ze plati

1 1 1
p oq T
(Patrik Bak)
A-14
Rekneme, 7e podmnozina P mnoziny M = {1,2,3,...,42} je polovicatd,

pokud obsahuje 21 prvki a kazdé z 42 ¢isel v mnozindch P a Q = {7z: z € P}
dava pfi déleni ¢islem 43 jiny zbytek. Urcete pocet polovicatych podmno-
zin mnoziny M.

(Josef Tkadlec)

A-TI-5
V roviné jsou dany dva rizné body O a A. Uréete mnozinu ortocenter
vSech trojuhelnikt ABC, pro néz je bod O stiedem kruZnice opsané.
(Pavel Salom)

A-1-6
Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takovych, ze soucin

(a+2b)(b+ 2¢)(c+ 2a)

je roven mocniné nékterého prvocisla.
(Jaromir Simsa)

KATEGORIE B

B-I-1

V redlném oboru uvazujme soustavu rovnic

1 3
ot +y? = <a+> :
a

s nenulovym realnym parametrem a.
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a) Najdéte vSechny hodnoty a, pro které ma uvedend soustava FeSeni.
b) Dokazte, Ze pro libovolné feSeni (z,y) této soustavy plati

2? + [yl > 4.

(Jan Mazadk)

B-1-2
Prirozené ¢islo n méa aspon 73 dvojmistnych déliteli. Dokazte, Ze jed-
nim z nich je ¢islo 60. Uvedte rovnéz priklad ¢isla n, které méa prave
73 dvojmistnych déliteltr, véetné nélezitého zdivodnéni.
(Josef Tkadlec)

B-1I-3

Necht AC' je primér kruznice opsané tétivovému étyfthelniku ABCD.
Pfedpokladejme, Ze na polopfimkéch opa¢nych k polopfimkiém AD a DC
existuji po fadé body A’ # A a C' # D takové, Ze plati |[AB| = |A’B]
a |BC| = |BC’|. Dokazte tvrzeni:

a) Body A', B, C’ a D lezi na téze kruznici k.

b) Je-li O stfed kruznice k a O4, O¢ jsou po fadé stfedy kruZnic opsa-
nych trojuhelnikim AA’B, CC’'B, pak plati 004 1 OO¢.

(Jaroslav Svréek)

B-1-4
Necht p, ¢ jsou dand nesoudélné prirozena ¢isla. DokaZte, ze pokud ma
rovnice
pr® —(p+q)r+p=0

celoc¢iselny koten, potom mé celociselny kotfen i rovnice

pr’ +qr+p* —q=0.
(Patrik Bak)
B-I-5

Jsou dany kruzmice a(A;r,), b(B;rp), které se vné dotykaji v bodé T.
Jejich spoleéné vnéjsi tecna se dotyka kruznice a v bodé T, a kruznice b
v bodé Ty. Pomoci r,, r, vyjadiete pomér poloméru kruznic k,, k; opsa-

nych po fadé trojuhelnikim T, AT, T, BT.
(Sdrka Gergelitsovd)
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B-1-6

Figurka stfelce ohrozuje na Sachovnici libovolné pole diagonaly, na niz
strelec stoji. Pokud ovSem na nékterém poli diagonaly stoji véz, stielec uz
pole za ni neohrozuje. Uréete nejvétsi mozny pocet stielcti, které mtizeme
spolu se ¢tyfmi vézemi umistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby se stielci
navzajem neohrozovali.

(Jan Mazdk)

KATEGORIE C

C-I-1
Najdéte vSechna ¢tyfmistna ¢isla abed s cifernym souctem 12 takovd, ze
plati ab — cd = 1.
(Patrik Bak)

CI1-2

Je dan konvexni Sestithelnik ABC DEF, jehoz vSechny strany jsou shodné
a protéjsi strany rovnobézné. Bod P je takovy, ze ¢tyfuhelnik CDEP je
rovnobéznik. Dokazte, ze bod P je stfedem kruznice opsané trojihelniku

ACE a soucasné i prusecikem vysek trojuhelniku BDF'.
(Jakub Lowit)

C-I-3
Urcete vSechny dvojice prirozenych ¢isel a a b, pro néz plati

2[a, b] + 3(a,b) = ab,

kde [a, b] znaci nejmensi spoleény ndsobek a (a, b) nejvétsi spolecny délitel
pfirozenych ¢isel a a b.
(Jaroslav Svrcéek)

C-I-4
Uvnitt strany BC' trojthelniku ABC' je dan bod K. Ozna¢me M stied
strany BC a predpokladejme, Ze rovnobézka s pfimkou AK vedend bo-
dem M protne stranu AC ve vnitinim bodé L. Dokazte, ze ptimka KL
déli trojahelnik ABC na dvé ¢asti stejného obsahu.
(Josef Tkadlec)
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C-I-5

Tabulku 3 x 3 mame vyplnit deviti danymi ¢isly tak, aby v kazdém fadku
i sloupci bylo nejvétsi ¢islo souctem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je
mozné takovy tikol splnit s ¢isly

a)l1,2,3,4,56,7,8,9;

b) 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10.
Pokud ano, zjistéte, kolika zpusoby lze kol splnit tak, aby nejvétsi ¢islo
bylo uprostifed tabulky.

(Jaromir Simsa)

C-I1-6
Pro kladnéa realna cisla a, b, ¢ plati

a?+b2+c+ab+bec+ca<l.

Najdéte nejvétsi moznou hodnotu souctu a + b + c.
(Jan Mazdk)
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