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Mé vlastni dlouholeté zkusenosti z vyuky na Matematicko-fyzikalni fa-
kulté UK a vSeobecné celkova situace studia matematiky a geometrie na
VS ukazuji na vazné mezery studentii v porozuméni elementérni geometrii
a v dokazovéani platnosti geometrickych tvrzeni jiz na SS [6, 10]. Tento
nedostatek je tfeba fesSit uz na stiedoskolské trovni. Psal o tom ve svém
¢lanku také prof. Kufina, [4], jiz v roce 1987. Studiu geometrii je potieba
se vyznamné vénovat uz na zakladni a stfedni skole, a to plati i v dnesni
dobé.

Zamérme se na specifickou oblast geometrie, na které si ukazeme, jak
1ze toto studium obohatit o jiny pohled. Cilem pfispévku je na konkrétnich
prikladech ukazat, ze k definici kifivek, muZeme pfistupovat z pohledu ki-
nematické geometrie. Pti vySetfovani riiznych typt k¥ivek mizeme s Gspé-
chem realizovat experimenty s jednoduchymi pomutckami a vyuzivat mo-
derniho Siroce rozsiteného softwaru GeoGebra. Z téchto experimenttt mu-
zeme vychazet pri dokazovani platnosti zkoumanych geometrickych jevt.
Na zékladé experimentt lze vytvaret hypotézy, které nasledné ovérujeme
jiz klasickymi matematickymi prostiedky, tj. geometricka tvrzeni dokazu-
jeme synteticky nebo s uzitim analytické geometrie.

Na stfedni skole se pravdépodobné s pojmem kinematické geometrie
explicitné nesetkame, ale intuitivné je nam tento pojem jisté ziejmy. Bude
nés zajimat pohyb. Kfivku tedy budeme chapat jako drdhu (trajektorii)
néjakého plynule se pohybujiciho bodu, coz je pfistup k vytvofeni k¥ivky
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velmi nazorny a prirozeny. Zanedbame pritom nékteré fyzikalni aspekty.
Nebude nas zajimat rychlost a zrychleni pohybujicich se rovinnych atvart.
Stiredoskolsti studenti takové zavedeni kiivky budou chapat urcité 1épe nez
abstraktni pojeti, Ze kiivka je spojitym obrazem néjakého intervalu redl-
nych &isel. Rekneme-li, Ze je kiivka drahou néjakého pohybujiciho se bodu
a 7e se pohyb uskutecnil v koneéném ¢asovém useku (a, by, mizeme o kiivce
zacit velmi intuitivné hovofit jako o spojitém zobrazeni, které kazdému
okamziku t € (a,b) pfifadi bod v roviné ¢ v prostoru. Kdybychom hle-
dali korektni a pfesto velmi intuitivni a matematicky spravné definovani
k¥ivek, mizeme nahlédnout do celé fady skript. Jmenujme napiiklad [1] a
[2]. Zde jsou popisovany kiivky s vyuZitim uz pokroéilého aparatu. Pokud
hledame zdroj, ktery se vénuje stiedoskolskému pojeti definovani kiivek,
doporucuji k nahlédnuti napiiklad [3], kde jsou zpracovany kuzelosecky.
7Z dalsich kniznich zdroji jmenujme klasické ucebnice a sbirky tloh jako
napft. [7, 8]

P1i studiu kfivek se zcela nevyhneme uziti formalnitho matematického
popisu, ale doplnime jej pravé o kinematickou interpretaci. Matematicky
aparat budeme potfebovat k tomu, abychom ukazali, které k¥ivky jsme
kinematickym urcenim ziskali. K tomu, abychom kfivky zavadéli kinema-
ticky, nam vyborné poslouzi software GeoGebra, jehoz uzivani se v po-
slednich letech na zakladnich a stfednich skolach tési velké oblibé jak mezi
uciteli tak mezi zaky a studenty.

Ze stfedni skoly zname hned celou fadu kiivek. Na tplném zacatku
studia geometrie jsme se setkali s pfimkou. Pojem je to velmi abstraktni
a vysta¢il by ndm na cely ¢ldnek, protoze odpovéd na otédzku Co je to
primka? neni snadné. Setkali jsme se rovnéz s kuzeloseckami — s elipsou
(ano, sem patii i kruznice), s hyperbolou, s parabolou. Tyto kiivky jsme
definovali nejcastéji jako fezy valcovou a kuzelovou plochou, tedy dalsim
mozZnym zpusobem, jak je mozné na kfivky nahlizet. Mozna jsme se setkali,
napiiklad v matematickém seminaii nebo dokonce ve fyzice, i s jinymi kiiv-
kami. Studovali jsme napiiklad trajektorie vodorovného a Sikmého vrhu.
Na vysoké skole jsme studium prohloubili o dalsi typy kfivek a zavadéli
jsme je ruznymi zpusoby. Zustanime ale na Skole stredni.

Geometrické pojmy jako bod, pfimka a obecné kifivka vznikaly v mate-
matice abstrakci néjakych redlnych objekti. V celém vyvoji matematiky
dochézelo k postupnému zpresnovani pojmu kiivka. Nasim zdmérem neni
vycerpat mozné definice kiivek, ale pfistoupit k problematice z praktického
hlediska. Zvolme proto opac¢ny pristup a abstraktnim kfivkam pfipojme
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jejich geometrické obrazy a modely z praxe. Zkusme poukézat na to, zZe
modely kiivek se pouzivaji v mnoha odvétvich a setkavame se s nimi v kaz-
dodennim zivoté.

Pripomeneme si zndmé i méné znamé konstrukce nékterych specidl-
nich kfivek a ukazeme si priklady vyuziti kiivek, respektive jejich modelti,
v praxi. Zustaneme pritom ve sférach stredoskolské geometrie.

Lehky tvod do kinematické geometrie v roviné

Chceme-li hovorit o kinematické geometrii v roviné, musime si vysvétlit
nékolik zakladnich pojmu. Jak jsme jiz uvedli, draha nebo také trajektorie
bodu je kiivka, kterou bod pii pohybu opisuje. Vyluc¢ujeme ptipad, kdy by
trajektorii bodu byl bod. Pfidejme jesté dalsi mozné kinematické vytvoreni
kiivky, nebot se nemusime omezovat pouze na pohybujici se body. Obalka
k¥ivky, je kiivka (mtze mit vice vétvi nebo se dokonce redukovat na bod),
kterou vytvari pohybujici se kfivka. Existuje-li k¥ivka, kterd se dotyka
vSech poloh pohybujici se kiivky a kazdy jeji bod je dotykovym bodem
pohybujici se kiivky, nazyvame tuto kiivku obalkou. Plati tedy, ze v kazdé
poloze se pohybujici krivka dotyka své obalky, tj. kfivka v dané poloze a jeji
obélka maji v bodé dotyku spole¢nou te¢nu. Trajektorii bodu A budeme
znalit 74, obalku k¥ivky a budeme znacit (a).

Pfijméme nasledujici amluvu. Rovinu, ve které lezi trajektorie bodt a
obalky kfivek, oznacme II. Tato rovina se nepohybuje, zlistava na miste,
tedy i vSe, co v ni lezi, je neménné. Pohybujici se body, ¢i kfivky, lezi
v roviné, kterou ozna¢ime ¥.. Rovina ¥ se jako celek pohybuje po roviné II,
pricemz jsme stale v dvourozmérném prostoru. Body a kfivky roviny X
opisuji v roviné II trajektorie a obalky.

Pohyb roviny ¥ po roviné II lze velmi jednoduse simulovat v praxi. Bod,
ktery se pohybuje, si nakreslime na prusvitnou félii, tedy rovinu ¥. Mi-
zeme do félie vytvorit dirku, pfes kterou budeme moci zakreslovat polohu
bodu v roviné II. S folii hybeme (,klouZeme*) po roviné II, to mize byt
tabule, list papiru, ¢i skolni sesit. V nékolika polohach zakreslime v roviné
IT bod skrz dirku ve fdlii, tedy body trajektorie, viz v obr. 1a) polohy
Al A% A3 bodu A. KdyZ se nam podaii vykreslovat polohy bodii spojité,
dostaneme empiricky model trajektorie, viz obr. 1b). MuZeme také zakres-
lovat najednou vice trajektorii, tedy na folii zvolime vice bodta. Vsimnéme
si velmi dulezitého faktu. Jakmile vyznacime body na fdlii, tyto body uz
vici sobé neméni polohu, tj. vzdélenosti mezi nimi jsou neménné, podi-
vejme se na obr. 1c). Rikdme, Ze objekty v roviné X tvoii tzv. neproménnou
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rovinnou soustavu, kterd se jako celek pohybuje po nepromeénné rovinné
soustavé I1, viz naptiklad [11]. Uvédomme si také, ze f6lii nikdy neotocime,
neustale se pohybuje pouze ve dvoudimenzionalnim prostoru. V§echny po-
lohy objekti jsou tedy pfimo shodné, jak je patrné rovnéz z obr. 1c). Fdlii
Ize vyuzit i k simulaci pohybu kiivek. Tj. na fdlii si zakreslime ki¥ivku nebo
krivky, jejichz obalky nés zajimaji a folii opét hybeme po roviné II. Za-
jejich polohy, ale feknéme, ze mame pro jednoduchost pfimky. Staci tedy
v kazdé poloze zakreslit pies f6lii umisténi dvou bodu téchto primek a
dostaneme tak jednozna¢né uréenou jejich polohu, viz obr. 1d). Podafi-li
se nam potom v roviné II zakreslit kiivku, ktera se vsech takto ziskanych

vvvvv

vyuzijeme moznosti programu GeoGebra.

a) b)

Obr. 1 Pohyb roviny ¥ po roviné II realizovany pomoci prusvitné félie

Samoziejmé nas nyni napadne, jak budeme definovat pohyb s folii.
Nezadame-li zadné omezujici podminky, nemizeme urcit, jaké typy tra-
jektorii a obalek ve vysledku dostaneme. Rekneme, Ze pohyb je dan jedno-
znacné, jestlize je jednoznacné dana kazda poloha pohybujici se roviny %,
tj. folie. Staci se trochu zamyslet a hned ndm bude jasné, co nam tato véta
tika. Protoze jsou jednotlivé polohy pohybujicich se objekt pfimo shodné,
stai ndm znat premisténé polohy dvou rdznych bodu, tj. néjaké tsecky
roviny Y. Jelikoz musime k jednoznac¢nému urceni pohybu znat kazdou
polohu takové pohybujici se Gsecky, znamena to, Ze je nutné znat kazdou
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polohu krajnich bodu této tsecky, tj. trajektorie téchto krajnich bodi. Pro
urcenost pohybu tedy plati nasledujici:

Pohyb roviny ¥ je jednoznacné urceny, zname-li trajektorie dvou riz-
nych bodu roviny 3.

Na obr. le) mlzeme vidét trajektorie 74 a 75 dvou rtznych bodu A
a B. Trajektorie 74 je kruZnice, trajektorie 7p je pfimka. Na folii jsme
uréili dva ruzné body A a B, tedy je jednozna¢né dana jejich vzdalenost.
Nyni uz je pohyb jednozna¢né urceny, tj. bod A se pohybuje po své trajek-
torii 74 a bod B po své trajektorii 75. Mzeme urcit trajektorii néjakého
dalsiho bodu C, na obr. 1e) jsou zakresleny ti polohy C*, C2, C3 bodu C.
V kinematické geometrii obvykle navic zadavame vychozi polohu pohybu-
jici se roviny 3. Muze se totiz stat, ze nékteré ¢asti zadanych trajektorii
jsou nedostupné a body se ve skutecnosti pohybuji jen po jejich ¢astech,
viz napfiklad [11].

Lze odvodit také jind urceni pohybu, ale vzdy je mozné prevést tato
urceni na zadani pomoci dvou trajektorii. Zatim se tedy vénujme pouze
tomuto a podivejme se na nékteré konkrétni priklady. V nasich tvahach
pfitom vylouéime pohyby, jejichz vSechny trajektorie jsou bud soustfedné
kruznice, nebo navzijem rovnobézné primky. V prvnim pripadé se jedna
o rotaci ve druhém pripadé o posunuti.

Priklady kinematicky vytvorenych krivek

Uloha

Méjme dany dvé riznobézné piimky 74 a 7. Sestrojte trajektorie riz-
nych boda K, L, M pfimky p = AB, jestlize se bod A pohybuje po pfimce
74 a bod B po pfimce 7. Bod K je vnitinim bodem usec¢ky AB, bod L
lezi na polopfimce BA za bodem A a bod M lezi na polopiimce AB za
bodem B.

Reseni. a) Za¢néme jednodussim piipadem, kdy jsou trajektorie 74 a 7p
navzajem kolmé pfimky, sledujme obr. 2. Situaci jsme zakreslili v programu
GeoGebra a vykreslili jsme ¢ast trajektorii a dale nékolik izolovanych poloh
pohybujicich se bodti. To samé mutzeme zrealizovat opét pomoci papiru
a prusvitné fdlie, tj. na papir zakreslime kolmé trajektorie 74 a 75, na
folii jednotlivé body A, B, K, L, M. Je zfejmé, Ze vzdalenosti bodi jsou
konstantni.

Abychom mohli v GeoGebfe pohyb definovat, museli jsme zakreslit
dané trajektorie 74 a 7 a vychozi polohu objektti. V nasem piipadé jsme
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nejdfive definovali bod A tak, Ze se muze pohybovat pouze po trajektorii
T4 (v GeoGebfe tzv. ¢asteéné vazany objekt). Déale jsme si zvolili délky
tuseéek M B, BK, KA a AL. Pro danou polohu bodu A jsme tim padem
dostali polohu pfimky AB, nebot vime, Ze bod B se pohybuje po své tra-
jektorii 75. V tomto pfipadé takto dostaneme pro danou polohu bodu A
dvé polohy bodu B (bude patrné také z vypoctu), tj. dvé polohy pohybu-
jici se soustavy ¥, do obrazku jsme zakreslili polohu jednu. Tento piistup
uzijeme i pro analytické odvozeni typu kfivek. Nyni mzeme pohybovat
bodem A po trajektorii 74 a sledovat, co se déje s ostatnimi body. Ptiklad
zpracovany v GeoGebfe lze oteviit ve webovém prohlizedi, viz [9].

Tu

Ta

Obr. 2 Pohyb zadany dvéma navzajem kolmymi pfimymi trajektoriemi

Podle obr. 2 a experimentt s f6lii ¢i v GeoGebre, které zvladne samo-
statné i student ve skole ¢i pfi doméci pripraveé, se mizeme domnivat, ze
vyslednymi trajektoriemi jsou rtizné ovaly, ziejmé elipsy. Presvéd¢me se
o tom prostiedky analytické geometrie.
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Zvolme kartézskou soustavu soufadnic, trajektorie 74 a 7p necht sply-
vaji s osami z, y. Libovolny bod X = [z,y] pfimky p = AB opisuje pii
daném pohybu trajektorii 7x. Vzdéalenost bodi A = [a,0] a B = [0, ]
oznaéme d a zvolme ji pevné, d > 0. Soufadnice bodu B tedy lze za-
psat v zavislosti na této délce, tj. B = [0, £v/d? — a?]. Libovolny bod X
piimky p mizeme vyjadiit X = A+ (B — A)t, t € R, tj. zapsdno v sou-
fadnicich

T =a—at

L 1)

Oznacime-li vzdalenost bodu X od bodu A jako v, plati v = |td| a
|t| = v/d. Déle vime, Ze plati

a? + b = d°. (2)
Vyjadiime-li a a b z (1) a dosadime do (2), po upravé dostavame

x2 y2

E1_0 e

Prot > 0 at # 1, tj. lezi-li bod X na tseéce AB (a je rtzny od
bodit A, B) nebo na polopfimce AB za bodem B (piikladem jsou body
K a M), dostavame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v pocatku
soustavy soufadnic, poloosami o velikostech d — v a v nebo v — d a v na
soufadnicovych osach a rovnici

~ 1 (3)

T )
— — + =1 4
(d—v)? + 02 4)

Pro t < 0, tj. lezi-li bod X na polopfimce BA za bodem A (piikladem

je bod L), dostédvame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v po¢atku
soustavy soufadnic, poloosami o velikostech d + v a v na soufadnicovych

oséach a rovnici ) )
€ Yy
S 5
(d+v)?2 02 5)
Parametricky popis elipsy pro libovolné to € R\ {0,1} mtzeme zapsat
ve tvaru

[d(1 —tg) - cosu,dtgsinu], u € {0,2r). (6)

7 nagich tvah rovnéz vyplyvaji zndmé konstrukce elipsy tzv. rozdilovd a
souctova prouzkovd konstrukce. Pro danou hlavni nebo vedlejsi osu elipsy
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(zde minéno jak poloha, tak délka) a libovolnou polohu bodu elipsy, tj.
jednu polohu boda K, L, nebo M, podle pfedchoziho uréime velikost chy-
béjici osy, viz obr. 3.

a) b)
Ty T
p
A
) T
K
a a
B B
Ty Tg
c) d)
Ty ; D
A C DA
) Ta ’_Y‘_’b Ta
B a a
b
M

Obr. 3 Souctova a rozdilova konstrukce elipsy

V &asti a) mizeme vidét platnost souctové prouzkové konstrukce a v ¢as-
tech b) a c) platnost rozdilové prouzkové konstrukece. V ¢asti d) na obr. 3 je
potom demonstrovano, jak pro danou vedlejsi osu CD elipsy a bod M lze
rozdilovou prouzkovou konstrukci dohledat velikost hlavni poloosy elipsy.
Souétova prouzkova konstrukce by se dala pouzit obdobné.

Zamysleme se jesté nad tim, pro jaké hodnoty bude trajektorie bodu X
specidlné kruznici. Hleddme pro jaké ¢ ve vyjadieni (3), jsou poloosy elipsy
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stejné dlouhé. Je zfejmé, ze pro t = 1/2 dostdvame kruznici s polomérem v,
tedy je-li bod X stiedem tusecky AB. Jiny ptipad rovnosti poloos nena-
stane.

b) Prejdéme k obecnému piipadu, kdy trajektorie 74 a 75 sviraji jiny
nez pravy uhel, sledujme obr. 4.

Obr. 4 Pohyb zadany dvéma rtznobéznymi pfimymi trajektoriemi svirajicimi
obecny thel

Vymodelovani pohybu v GeoGebie ¢i s pomoci félie ziistava stejné,
pouze se zméni thel mezi trajektoriemi. V programu GeoGebra jsme opét
vykreslili ¢asti trajektorii a nékolik izolovanych poloh pohybujicich se bodi.
Priklad zpracovany v GeoGebie lze také oteviit ve webovém prohlizedi,
viz [9]. Opét se miizeme domnivat, Zze vyslednymi trajektoriemi jsou podle
experimentt elipsy. Nyni se vsak jednd o komplikovanéjsi problém. Na
prvni pohled je z nasich experimentt patrné, ze eliptické trajektorie nemaji
osy v zékladni poloze, tj. nesplyvaji se soufadnicovymi osami. S kuzelo-
seckami v obecné poloze se na stfedni skole pravdépodobné nesetkavame,
presto si FeSeni rozeberme s vyuzitim pouze stiedoskolskych poznatki ana-
lytické geometrie.
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Zvolme kartézskou soustavu soufadnic, trajektorie 74 mnechf splyva
s osou x, prisecik trajektorii 74 a 7p je pocatek soustavy souradnic, tihel,

ktery trajektorie 74 a 7p sviraji, ozna¢me «. Libovolny bod X = [z,y]
pfimky p = AB opisuje pfi daném pohybu trajektorii 7x. Vzdalenost
bodi A = [a,0] a B = [by,b,] ozna¢me d a zvolme ji pevné. Libovolny

bod X pfimky p mizeme vyjadiit X = A+ (B — A)t, t € R, tj. zapsdno
v souradnicich
x=a—(by—a)t

o ™)

Oznacime-li vzdélenost bodu X od bodu A jako v, plati v = [td] a |t| = v/d.
Déle vime, ze plati
(b — a)* + b2 = d°, (8)

nebot |AB|| =d.
Trajektorie 7 bodu B svira s osou « thel «, tedy plati

by = kb, (9)

kde k = tga.
Vyjédiime-li a, b, a by z (7) a (9) a dosadime do (8), po tpravé dosté-
vame

2k2? + (1 + E*(1 — t)?)y? — 2tkay — d**K*(1 — )2 = 0. (10)

Opét bychom mohli rozlisit piipad pro ¢ > 0 a t # 1, tj. lezi-li bod X
na tsecce AB (a je rtizny od bodt A, B) nebo na polopfimce AB za bo-
dem B (piikladem jsou body K a M) a dosadit do predpisu (10) ¢t = v/d.
Nebo dale mizeme uvazovat piipad pro ¢t < 0, tj. lezi-li bod X na polo-
pfimce BA za bodem A (piikladem je bod L), a dosadit do pfedpisu (10)
t = —v/d. Rovnice (10) popisuje elipsu v obecné poloze (oproti pfipadu
s kolmymi trajektoriemi se v rovnici trajektorie 7x objevuje smiSeny kva-
draticky ¢len zy), osy elipsy nejsou rovnobézné se soufadnicovymi osami.
Ze se skutecné jedné o rovnici elipsy, lze ukézat napiiklad tak, Zze deter-
minant matice kuzelosecky, tzv. diskriminant kuzelosecky, je nenulovy a
determinant matice kvadratickych ¢lend, tzv. diskriminant kvadratickych
¢lend, je vétsi nez nula, viz [5]. Tato problematika je uz nad rdmec osnov
stredni Skoly, ale ukazme si rovnici této elipsy pro konkrétni hodnoty t,
d, k. Necht t = —1 (bod X leZi na polopfimce BA za bodem A ve vzda-
lenosti d od bodu A), d = 2 a k = 1/3/3, tedy trajektorie 74 a 75 sviraji
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thel @ = 11/6. Po dosazeni do rovnice (10) dostdvame piedpis
2% 4 Ty? + 2v/3zy — 16 = 0. (11)

Lze ukézat, ze (11) je rovnice elipsy e, kterd vznikla oto¢enim elipsy e’
v zékladni poloze s rovnici

:UI2 y/2
— +t—F5— =1 (12)
2-v3  2+V3
o orientovany thel ¢ = —n/12. Pro vypocet jsme pouzili transformacni

rovnice
x = 2’ cosp — 1’ sin
A (13)
y = x’'sinp + 13 cos p

tj. do rovnice (11) jsme za 2 a y dosadili transformaé¢ni rovnice (13) a vyraz
u smiSeného kvadratického ¢lenu 'y’ jsme polozili roven nule. Tim jsme
urcili orientovany thel otoceni ¢. Dosazenim transformacnich rovnic s timto
thlem do predpisu (11) jsme ziskali rovnici (12). Pfipad zadani pohybu
s témito konkrétnimi vstupnimi hodnotami je ilustrovan na obr. 5a). Na-
znadeno je rovnéz otoceni elipsy ¢’ v zékladni poloze o orientovany thel ¢
do polohy e.

a)

Obr. 5 Elipsa e jako trajektorie bodu L pfi pohybu zadaném dvéma riznobéz-
nymi pi{mymi trajektoriemi svirajicimi tihel 30° a odpovidajici elipsa e’ v za-
kladni poloze a trajektorie bodu X kruznice h

V dloze jsme timto popsali tzv. elipticky pohyb a odvodili jsme trajek-
torie specidlné zvolenych bodu. Vyslovme néasledujici definici.
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Definice
Pohyb roviny ¥, jejiz dva rtizné body opisuji pfimé riznobézné trajek-
torie, se nazyva elipticky pohyb.

Mohlo by se nyni zdat, ze trajektorie vSech bodu roviny ¥ pfi eliptic-
kém pohybu jsou elipsy. My jsme spocitali, ze tomu tak je pro vSechny
body pfimky p = AB, které jsou rtzné od bodu A, B. Zkusme zvolit jiny
bod roviny ¥ a podivejme se, jakou bude vykreslovat trajektorii. Sestro-
jme v libovolné poloze pohybu kruznici h prochazejici body A, B a O, kde
O je prusecik trajektorii 74 a 75. Uvédomme si velmi hezkou vlastnost.
Kdybychom totiz sestrojili kruznici h i v jinych polohéch pohybu, tj. stale
by byla urcena tfemi body A, B a O, vidy bychom dostali stejny polo-
mér. Pokud navic uvazujeme, Ze jsou trajektorie 74 a 75 navzajem kolmé,
stfed této kruznice h lezi ve stiedu tsecky AB. KruZnici h miZeme proto
také ,rozpohybovat“, necht tedy lezi v pohybujici se rovingé ¥ (rysujeme
ji na folii). Pfi pohybu, se kruznice h pohybuje spoleéné s body A, B a
stale prochazi bodem O. Bod X, jehoz trajektorie 7x néas bude nyni zaji-
mat, zvolme libovolné na této kruznici, viz obr. 5b). Tj. v libovolné poloze
kruznice h jsme uréili jeji libovolny bod X (bod X jsme nakreslili na f6-
lii). P¥i experimentech s folii a s GeoGebrou vidime, Ze tentokrat elipsu
neziskdme. Jen pozor na spravné urceni bodu X a jeho trajektorie pfe-
devs§im v GeoGebfe. Protoze bod X zakreslujeme na félii, do pohybujici
se roviny X, nemiuzZe tento bod pfi pohybu ménit polohu vici bodum A
a B, to znamend, Ze vSechny polohy trojuhelniku ABX jsou piimo shodné.
V GeoGebfte je tedy nutné volit pevné vzdélenosti bodu X od bodu A a B.
Trajektorie Tx bodu X je v tomto piipadé tisecka. Dtikaz provedme ten-
tokrat synteticky. Jak jsme poznamenali, velikosti tseéek AX a BX se pfi
pohybu neméni. VSechny t¥i body lezi v kazdé poloze pohybu na kruznici h
opét v prislusné poloze, tedy délky oblouktit AX a BX kruZnice h jsou pii
pohybu konstantni. Uhel X AOX a stejné tak tthel X BOX tedy ziistavaji
pfi pohybu také konstantni, nebot vzdy jedno rameno téchto hli, 74 nebo
7B, je pevné, druhé rameno thlu OX musi byt proto také pevné. Trajek-
torie Tx je proto usecka lezici na pfimce OX. Uz snadno se nahlédne, Ze
délka této tisecky je dvojnasobek priimeéru kruznice h a ze stfed tusecky
splyva s bodem O.

Vyuzijme tuto vlastnost pro dalsi konstrukci. Vratme se v tiloze, k p¥i-
padu, kdy trajektorie 74 a 75 sviraji jiny nez pravy thel, sledujme obr. 6.
Pro elipsu v obecné poloze, kterou jsme ziskali jako trajektorii 77, bodu L,
urceme osy a hlavni a vedlejsi vrcholy. Pro uréeni os elipsy vyuzijeme vlast-
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nosti, kterou jsme odvodili vyse a to, ze body specialné zvolené kruznice h
opsali pri pohybu jako své trajektorie tisecky. Hledame tedy takové primé
trajektorie dvou bodi kruznice h, které jsou navzajem kolmé. V dané po-
loze pohybu sestrojime kruznici h (prochazi body A, B a O), stied této
kruznice oznac¢me H. Déle sestrojime pfimku HL (spojnici stfedu kruz-
nice h a bodu L, ktery vykresluje trajektorii 7 ) a uré¢ime priseéiky kruz-
nice h s pfimkou H L, oznacme tyto pruseciky jako P, Q). Podle pfedcho-
ziho uz vime, Ze trajektorie 7p a 7¢ bodi P a @ jsou primeéry kruznice k
se stfedem v bodé O a polomérem rovnym dvojnasobku poloméru kruz-
nice h. P¥imky O P, OQ jsou osy elipsy 71, nebot tato konstrukce odpovida
prouzkové konstrukci vysvétlené v tuloze, viz obr. 6.

Obr. 6 Konstrukce os elipsy v obecné poloze, ktera vznika jako trajektorie bodu
v eliptickém pohybu

Pro Gplnost jiz bez dukazu doplime, Ze trajektorie kazdého jiného bodu
eliptického pohybu, tj. bodu, ktery v dané poloze nelezi na prislusné poloze
kruznice h a navic je rizny od bodi A a B, jsou elipsy.

Poznamka

Kruznice h se nazyva hybnd polodie a lze pomoci ni také urcit pohyb ro-
vinné soustavy tzv. odvalovanim. O této problematice se planujeme zminit
v dalsich pojednénich o kinematicky vytvofenych kiivkach.
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Zavér

V prispévku jsme ukazali vypocty kinematicky vytvorenych krivek, spe-
cialné elips, s vyuzitim jednoduchych fyzickych modeli a s podporou dyna-
mického softwaru GeoGebra. Nékteré obrazky z GeoGebry jsou dostupné
rovnéz online [9]. Zde si lze vyzkouSet dynamic¢nost tloh a zkoumat dalsi
zadéni, pripadné typy krivek.

Moznosti zadavani pohybu jsme ani zdaleka nevycerpali. V pristim po-
jednani se zaméfime na kiivky zadévané také obalkami a odvalovanim
hybné polodie po pevné polodii a ukdzeme si, kde vsude se s kinematicky
vytvorenymi kiivkami lze setkat v bézném zivoteé.
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