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Pappova Sbirka (Synagoge, 3.—4. stoleti n. 1.) zminuje dva starsi po-
znatky starovékych matematik. Shrnujeme je do vét 1 a 2.

V nedavno otisténém piispévku [1] jsme vyuzili pfibuznost obou tvrzeni
k dikazu ekvivalence rtznych definic elipsy. Postup, jenz tam byl uveden,
Ize aplikovat i na hyperbolu. Ponechame na ¢tenari, zda si to ovéri, a
poznatky rozsifime z ponékud pozménéného pohledu.

Véta 1 (Apolloniova kruZnice)

Necht jsou v roviné dany dva rtzné body A, B a kladné ¢islo A # 1.
Mnozinou vSech bodt X dané roviny, pro néz plati |[AX| : |BX| = ),
je kruznice hap ) sestrojend nad primérem CD, kde C a D jsou body
primky AB spliujici vztah

|AC| : |BC| = |AD| : |BD| = A. (1)

h= hAB,;,

Obr. 1 Apolloniova kruznice

Dtikaz véty 1 nalezne ¢tenaf v ¢lanku [2]. Ctvefici bodi (4, B, C, D),
které spliiuji vztah (1), budeme nazyvat harmonickd ctvefice bodi. Kruz-
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nice hap,x se nazyva Apolloniova kruznice. K dané dvojici (A4, B) a ¢islu A
nalezneme zbyvajici body C' a D jako obrazy bodu B ve stejnolehlostech
se stfedem A a s koeficienty %ﬂ Ztejmé se vzdy jeden z bodua C, D na-
chézi uvnitt tsetky AB a druhy vné. Vztah (1) je invariantni vii¢i zAméng
boda C a D.

Pfi oznadeni podle obr. 1 miizeme prvni z rovnosti (1) pfepsat na tvar

(|AS| —7’) : (r— |BS|) = (|AS| +T) : (r+ |BS|),

kde S je stfed kruznice h a r jeji polomér. Po tpravé odtud dostaneme
vztah

|AS|-|BS| =12, (2)
ktery umoziuje vyuzit Eukleidovu vétu o odvésné k doplnéni trojice (B, C, D)
(nebo (A, C, D)) na harmonickou &tvefici (4, B,C, D), viz obr. 1.
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Obr. 2 Kuzelosecky jako mnoziny bodu X s vlastnosti ||§§|| =€

Véta 2 (Kuzelosecky)
Necht je déano kladné ¢islo € a rovina, v niZ je umisténa pfimka d a bod
F ¢ d. Mnozinou v8ech bodit X, pro néz v dané roviné plati

[XF|_
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je a) elipsa, pravé kdyz ¢ < 1, b) parabola, pravé kdyz ¢ = 1, ¢) hyperbola,
pravé kdyz € > 1.

Tvrzeni b) z véty 2 je vlastné ohniskové definice paraboly. Ekvivalenci
tvrzen{ a) s ohniskovou definici elipsy jsme dokézali v [1]. Pro hyperbolu
je dikaz ekvivalence s ohniskovou definici analogicky. Nez se seznamime
s nazornéjsim dukazem, pfipomeneme si zakladni poznatky o hyperbole.

Ohniskova definice a zakladni vlastnosti hyperboly

Jsou-li F} a F; body dané roviny, pak mnozina vSech bodd X v rovineé,
pro néz plati

|[F1X|— |FX|| =2a, kde0 < 2a<2e=|FF]. (4)

se nazyva hyperbola. Body F; a F, nazyvame ohniska hyperboly, Cisla
a, e jsou (v daném pofadi) hlavni poloosa a vystiednost (excentricita)
hyperboly. Relativni excentricita (pomérnd vystiednost) hyperboly je ¢islo
e=2%.

Z adeﬁnice plyne, ze hyperbola je soumérné podle primky F} Fy, ktera se
nazyva hlavni osa hyperboly a znaci se 01. Je soumérna i podle své vedlejsi
0sy 02, coz je osa usecky FjFy. Je téz sttedové soumérna podle priseciku
obou os, stfedu S hyperboly. Kruznice ¢(S; a) se nazyva vrcholovd kruZnice
hyperboly. Pomoci obr. 3 snadno ovéfime, Ze jeji pruseciky A a B s osou
o1 spliiuji vztah (4). Jsou to vrcholy hyperboly.

|F\S|=|F)S8=e
|AS|=|BS|=a

Obr. 3 Hyperbola, jeji vrcholova kruznice c a fidici pfimky d1, do

Sestrojme dale pfimky d; (¢ € {1,2}) jako kolmice na hlavni osu v je-
jich bodech O;, které ziskdme doplnénim trojic (F;, A, B) na harmonické
¢tvefice (Fy, O;, A, B). Piimku d; budeme nazyvat 7idici primka hyperboly
prislusnd ohnisku F;.
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Rovnost (2) mé pro danou situaci tvar |F;S| - |0;S| = a?, z n&jz plyne
2
a

0:51= 2. )

S vyuzitim obr. 3 dale zjistime, Ze plati

ale —a
0141 = 48]~ 015 = =D~ j0,)

ale + a)

0B = = |0sA.

Pomoci téchto vztahi a obrazku lze ovérit, ze

Al |EB| e _ .

|0;Al  |0:B|  a

_|FA| |FiB|
= |44 T 4B ©)

Plati tedy nasledujici véta.

Véta 3
Apolloniovy kruznice up, 0, « @ Up,0,,. jsou totozné s vrcholovou kruz-
nici ¢ hyperboly.

KuzZelosecky jako obalky soustavy Apolloniovych kruZnic

Do dalsich tvah pfiddme mnozinu M vSech pfimek p || 01, polozime
{H;} = pNd; a ptimky F; H; oznad¢ime g;. Jejich prisecik U lezi na ose 0.
Priméty bodi A a B na primky ¢; ve sméru rovnobéZzném s osou os
ozna¢ime po fadé A; a B; (obr. 4).

Kruznice v = (U;|UA;]) mé praméry A;B; a je a je totozné s Apolloni-
ovymi kruznicemi ug, g, -, nebot rovnobé&zné promitani zachovava poméry
na pfimkéch. Pomoci jejich vlastnosti a obr. 4 snadno ovéfime, Ze (bez
ohledu na to, zda ve vztazich zvolime i = 1, nebo i = 2) pro jeji priseéiky
P, a Py s pfimkou p plati

| P F5| _ | P ;| _
|Prdi| [ PLH]

_ |RE| _ |RF (7)
|PH;| |Padi|

e

Zjistili jsme, Ze mnozina P vSech bodt P;, kde i € {1,2} ap € M je
rovna mnoziné z véty 2 pro ¢ > 1, af jiz zvolime F' = F| a d = dy, nebo
F = F5 a d = dy. Primky p totiz pokryvaji celou rovinu a vztah (3) na
nich splnuji jen priseciky P; pfimky p s kruznici u.
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Obr. 4 Apolloniova kruznice u = up; H, «

Mnozina P je téz hyperbolou ve smyslu ohniskové definice, protoze ze
vztahti (7) a (5) plyne

2
[P | — |PFy|| = | |[PiHa| — [P || = 2018 - e = 2% : 2 = 2a.
Dokézali jsme vétu 2 pro € > 1. Pro elipsu (¢ < 1) je ditkaz analogicky.
Mnozinu vSech kruznic up, g, . piislusSnych dané kuzelosecce budeme
oznacovat U. Je ur¢ena napriklad hlavnimi vrcholy A, B a relativni excen-
tricitou €. Obr. 4 naznacuje, ze se kruznice u dotyka v bodech P; kuzelo-
secky. Abychom se o tom presvédéili, dokdZzeme nésledujici vétu.
Véta 4
Hyperbola (nebo elipsa) a kruznice v € U maji ve svych spoleénych
bodech P; spolecné tecny.
Diikaz. Pro hyperbolu na obr. 5 1ze pomoci (2) zjistit U P,|? = |UFy|-|U Hy |
a odtud
\UP,|  |UH;|
UF|  [UP|
Trojuhelniky U P, Fy a U Hy P, se navic shoduji v thlu pfi vrcholu U. Z je-
jich podobnosti (véta sus) a symetrie podle osy o2 plyne

X P, U| = [ H PU| = |4 PLPU| = |X P, PU|.

Uhly P,PU a P,FU jsou obvodové, body P, U, P; a Fi leii na
kruznici, kterou ozna¢ime m. Lezi na nii bod F5 a jeji pramér UV je ¢asti
oSy 03.

Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019 179



Obr. 5 K dukazu véty 4 pro hyperbolu

Piimka V P; je te¢nou kruznice u, protoze thel UP,V je pravy (Thale-
tova véta). Je i tefnou hyperboly v bodé Pj, nebot je osou thlu Fy Py F5.
(Shodnym obloukiim F;V a V F» kruznice m pfislusi shodné obvodové thly
F, P,V a VP F;.) Pro elipsu je dikaz analogicky.

Z véty 4 plyne, ze Apoloniovy kruznice ur, u, . obaluji danou kuzelo-
secku (obr. 6).

Obr. 6 KruZnice mnoZiny U obaluji hyperbolu (¢ > 1) a elipsu (¢ < 1)
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Vyuziti Apolloniovych kruznic ke konstrukci kuzelosecek

Uvedené poznatky umoznuji jednoduchou konstrukci bodt P kuzelo-
secky ve zvolené vzdalenosti od jeji hlavni osy.

Je-1li kuZelosecka dana naptiklad vrcholy A, B a ohniskem F; umisté-
nymi na ose o1, doplnime nejprve do zadani primky oz, d; a kolmici n na
osu 01 v bodé B (obr. 7).

Obr. 7 Konstrukce bodu a tecen hyperboly a elipsy

Konstrukci bodt pak provadime takto: Ve zvolené vzdalenosti vedeme
rovnobézku p s osou 07 a jeji prusecik s pfimkou d; oznacime H;. Body U
a Bj nalezneme jako pruseciky primky Fjy H; s pfimkami oo a n. Nakonec
sestrojime kruznici w(U;|UBi|) a body P; € pNu. Teény t1, to kruznice u
v téchto bodech jsou te¢nami kuzelosecky.

Jinou konstrukci jsme uvedli pro elipsu v poznamce 3 v ¢lanku [1].
Vyuzivala poznatek, ktery zobecnime do véty 5.

Pro dalsi avahy zavedeme idici kruZnici k(Fs;2a) kuzelosecky jako
obraz vrcholové kruznice c ve stejnolehlosti Hp, 2. Z ohniskové definice
plyne, ze pro kazdy bod N €k je prisecik P piimky FoN s osou o usecky
F1 N bodem hyperboly.

Véta 5

Jestlize je bod P kuzelosecky urc¢en bodem N na fidici kruznici k a H;
je kolmy primét bodu P na fidici pfimku d;, pak pfimka H; N prochazi
obrazem FE; ohniska Fj v osové symetrii podle pfimky d;.
Dikaz provedeme pro hyperbolu. Pro elipsu je analogicky. Bod P hyper-
boly znazornény na obr. 8 je ziejmé i obrazem bodu F5 ve stejnolehlosti
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Hv, kde
_INP] R P

M= NR] T 2

Obr. 8 K dukazu véty 5

Stejnolehlost Hp, 2 zobrazuje tGsecku O1S na tsecku E;F,. Odtud a
z (5) plyne
2
a
|E Fy| = 2;- 9)

Z véty 2 a vztahi (8) a (9) dale zjistime

R P ») 2a°
|PH1|:7| 1Pl _ |5l 2a a4
£ 3

= |k — = |x| - |[ELF3|.
e

Stejnolehlost ‘H .. tedy zobrazuje tisecku F>FEq na tse¢ku PH; a bod E;
do bodu H;. Pfimka F; H; prochazi sttedem N stejnolehlosti.

Ovéfeni, ze postup dikazu lze Gspésné pouzit i pro bod druhé vétve
hyperboly, pfenechame ¢tenari. Jiny dikaz véty 5 lze provést zobecnénim
¢asti dikazu véty 4 z ¢lanku [1].

Konstrukci bodt hyperboly s pomoci véty 5 znazortiuje obr. 9: Ve zvo-
lené vzdalenosti od osy 01 zvolime bod H; € d; a sestrojime body NN; jako
pruseciky primky F; H; s Fidici kruznici k. Hledané body P; jsou priiseciky
primek F5N; s pfimkou p || 01 vedenou bodem H;. Analogickou konstrukei
pro elipsu jsme uvedli v [1].
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Obr. 9 Vyuziti véty 5 ke konstrukci boda hyperboly

Resenda tloha misto zavéru

Véta 2 nabizi otazku jak se lisi elipsa od hyperboly, kdyz jsou jejich
relativni excentricity blizké &islu 1. Reseni niZe uvedené tlohy pomoci dy-
namické geometrie umozni zakdm vytvorit si o tom nazornou predstavu.

Uloha. Pomoci dynamické geometrie sestrojte viechny kuzelosecky, které
maji v dané roviné pevné zvolen vrchol A a ohnisko F}, jestiZe navic plati
a=k-|AF|, kde k > 1. Zkoumejte jejich tvar pro rizné hodnoty a.

I a a

|
s’ Al m | s o
1

Obr. 10 Ke konstrukei stfedu kuzelosecky

Reseni. Kruznice [(A; a) protne osu 01 v bodech S a S’. Pi oznaceni podle
obr. 10 je S’ stfedem hyperboly a S stfedem elipsy. Plati

m 1
=1 — =14+ -
a k

a

a odtud

lim ¢ = lim € = 1.
koo k— o0

Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019 183



Obrazky 11 az 13 ilustruji vyfeSeni ulohy v Cabri. Body A a F; byly
zvoleny pevné a ¢islo k jako volitelny parametr. Ke zvolené hodnoté k pro-
gram vzdy urdi a = k - |AFy| a zobrazi stiedy S, S’ (pokud nejsou prilis
daleko), fidici p¥imky d, d’ a vrcholové kruznice ¢, ¢’. Konstrukci kuze-
losecky provadi z jejich péti bodu sestrojenych jednim z vySe uvedenych
postupt. Pomocné ¢ary jsou skryty.

a=200|4F|

hyperbola

Obr. 12 Elipsa a hyperbola pro a = 20|AF};| a pro a = 200|AF1|

184 Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019



a=20000|4F|

Elipsu jiz na obrazku nelze okem rozlisit
od vétve hyperboly, cara ma tvar paraboly.

Obr. 13 Elipsa a hyperbola pro a = 20 000| AF1 |

Literatura

[1] Blazek, J., Leischner, P.: Jak souvisi Apolloniovy kruznice s elipsou? MFI,

ro¢. 28 (2019), ¢. 2, s. 81-91.

[2] Leischner, P.: Polibky kruznic — Intermezzo. MFI, ro¢. 24 (2015), ¢&. 3,

s. 177-184.

Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019

dy




