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Nékdy staci k vyvolani pozornosti zajimava situace ¢i jednoduchy pro-
blém. Muze jim byt tloha jak rozdélit 5 celych pizz mezi 8 lidi. Jisté neni
problém si uvédomit, ze kazdy ma pii spravedlivém déleni obdrzet 5/8.
Je vSak opravdu nutné kazdou pizzu délit na osm dilti nebo nalezneme
jednodussi zpusob déleni? Jaky je nejmensi pocet pfimych fezt, kterymi
rozdélime 5 pizz spravedlivé mezi 8 osob?")

vvvvvv

pozadujici rozklad zlomku

4 1 1 1
21 a + b + c
na soucet t¥i riznych zlomka s ¢itatelem rovnym ¢islu 1.

Vyse zminéné ulohy nam pri blizsim pohledu nabizi prostfednictvim
kmennych zlomkt pohled jak do historie pocitani a matematiky obecné,
tak do soucasnosti umoznujici pouzitim vypocetni techniky rychlé reseni
rutinnich vypocti.

DReknéme, %e nejprve rozdélime mezi 8 lidi ¢tyfi pizzy, kdy kazdy obdrz 1/2. Je
ziejmé, ze na osminy pak staci rozdélit jen posledni kus. Kazdy z Gcastnikt déleni tedy
obdrzi 5/8 = 1/2 4+ 1/8. Pti déleni musime provést alespon osm pfimych Fezu.

Matematika — fyzika — informatika 28 (3) 2019 215



Cilem ¢lanku neni podrobny popis vlastnosti kmennych zlomkd, tento
lze nalézt napt. v [1], [3], [4], nybrz moZnost vyuziti vybraného matema-
tického softwaru k nalezeni rozkladu zlomkii.

Co je kmenny zlomek?

Kmenné (jednotkové) zlomky jsou zlomky ve tvaru 1/n, kde n > 2.
Existuje fada dokladt (napf. Rhindtv papyrus) svédéicich o jejich pou-
7ivani ve starovékém Egypté.”) Egypfané (a nejen oni), zlomky zapiso-
vali jako soucet riznych zlomka kmennych.?) Za zminku jisté stoji i fakt,
7e pro zlomky 1/2 a 1/4 pouzivali Egyptané jiny zptisob zdpisu neZ pro
ostatni kmenné zlomky. Divodem byl patrné starsi puvod téchto zlomki,
vychéazejicich z jednoduchého mechanismu ptleni, ktery byl i v pozdéjsich
obdobich povazovan za zvlastni pocetni tkon [1].

Kmenné zlomky zmitiuje také Leonardo Pisédnsky (Fibonacci) v knize
Liber Abaci z pocatku 13. stoleti. Fibonacci, kterému Evropa vdéci za
zavedeni poziéni desitkové soustavy, popisuje pocetni operace pouzitim
kmennych zlomkt. Nahrazeni fimskych zlomkid zlomky kmennymi vSak
nepfineslo podstatné zjednoduseni pocetnich operaci se zlomky, pii prak-
tickych vypoctech se tedy kmenné zlomky neuplatnily. Fibonacci v knize
soucasné popsal také jednodussi systém desetinngch zlomkt [2].

Hledani rozkladu ¢isla na kmenné zlomky

Existuje fada algoritmti umoznujicich nalezeni nékterého z moznych
rozkladl zlomku na soudet zlomkt kmennych (pfiéemz zadné dva se ne-
smi opakovat), zmitime Fibonaccitiv—Sylvestertiv algoritmus, binarni algo-
ritmy, Golombiv ¢i Erdésuv algoritmus. Podrobny popis zminénych algo-
ritmi lze nalézt napf. v [3], pro potfeby ¢lanku zminime zptsob pouziti
Fibonacciova-Sylvesterova algoritmu.*

2)Rhindav papyrus byl zakoupen r. 1858 skotskym antikvafem Alexandrem Rhindem
v Luxoru (Egypt). Nélez pochézi z nelegélnich vykopavek a predstavuje nejucelené&jsi
ukédzku matematickych znalosti starovékého Egypta v obdobi kolem r. 1650 pi. n. L.
Soucasnym vlastnikem prevazné Casti papyru je Britské muzeum v Londyné.

V anglicky psané literatufe jsou kmenné zlomky obvykle oznacovany jako egyptské
zlomky.

3)Kmenné zlomky Egyptané dopliiovali navic zlomkem 2/3.

4)L. Pisansky zvany Fibonacci (1180-1250) byl italsky matematik. J. J. Sylvester
(1814-1897) byl anglicky matematik zabyvajici se zejména teorii ¢isel, linedrni algebrou
a kombinatorikou. S. W. Golomb (1932-2016) byl americky elektroinzenyr a matematik
znamy svymi pracemi v oblasti teorie her, je autorem hry pentomino. P. Erdés (1913—
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Fibonaccitiv—Sylvesteruv algoritmus

Pri rozkladu vzdy hleddme nejvétsi kmenny zlomek, ktery se jesté vejde
do daného zlomku. Pro libovolné racionélni ¢islo p/¢ < 1 (neni kmennym
zlomkem) musi existovat ¢islo n € N, pro které plati

1 P 1
<t < 1
n+1l q n (1)

kde levy a pravy zlomek reprezentuje dva ¢leny harmonické posloupnosti.”)
Upravou nerovnosti (1) zjistujeme, ze

n+1>%>n. (2)

Vyuzitim nerovnosti (2) zvolime jmenovatel prvniho kmenného zlomku n+
1 a ur¢ime hodnotu zbytkového zlomku. Postup opakujeme do okamziku,
kdy je hodnota citatele zbytkového zlomku rovna jedné.

Piiklad: Rozlozte zlomek 4/21 na soucet kmenovych zlomki!

Podle nerovnosti (2) je

21
6 > Z > 5,
tedy
4 1 1
216 1
4 1 1
216 12

Algoritmus nefika, jaky je celkovy pocet moznych rozkladd. Jiny nez
uvedeny rozklad ziskdme zménou hodnoty jmenovatele prvniho (pfipadné
dalsiho) kmenného zlomku, napt.

4 1 1
21 7 21’
4 11
21 7 T ar

1996) byl madarsky matematik zabyvajici se zejména teorii grafii, kombinatorikou,
teorii mnozin a pravdépodobnosti.

5)Harmonick4 posloupnost je v daném ptipadé posloupnosti prevracenych hodnot
pfirozenych ¢isel 1, 1/2, 1/3,1/4, 1/5, ...
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pripadné

4 111
21 8 168’
168
16> — >1
>11>5,
11 1 1

168 16 336

4 1.1 1
21 8 16 336

Rozklad zlomktu pomoci pocéitace

S rostoucim poctem ¢lent rozkladu roste obvykle na jedné strané po-
¢et moznych rozkladi, na druhé strané slozitost samotného provedeni roz-
kladu. Zvlastni kapitolou pak muize byt zamér urcit celkovy pocet moznych
rozkladti pro dany pocet kmennych zlomkt tvoticich rozklad.

Popsany problém je ideadlnim modelem pro pocitacové feSeni, kterym
miZeme bud nalézt hledané rozklady, nebo ovéfit jiz dfive nalezend FeSeni.
Ovéfit feSeni, pfipadné fesit rychle dalsi rozklady (i na vice nez tii kme-
nové zlomky) lze sestavenim jednoduchého programu v dostupném mate-
matickém softwaru. Pro potfeby ¢lanku byl pouzit software Geogebra 5.0
a SAS/STAT 3.71 (University Edition).

Software SAS/STAT je velmi vykonny software pouzivany zejména v ob-
lasti statistickych vypoctl. Pro studijni a vyzkumné potieby lze vyuzit
bezplatnou licenci pokryvajici zakladni oblasti vypoéti.?) Software vyu-
ziva vlastni programovaci jazyk, ktery se strukturou podoba dalsim pro-
gramovacim jazyktm.

Geogebra

Geogebra neni pouze uzitecnou pomiickou pro zobrazovani, popf. feseni
rozmanitych geometrickych problémt. V softwaru jsou rovnéz implemen-
tované nastroje pro zpracovani matematickych funkci a provadéni vypoct

6)Oficialni stranky spolecnosti SAS jsou https://www.sas.com/cs_cz/home.html.
Software lze pro vyzkumné a studijni tcely pouzivat bezplatné, ke stazeni je
na https://www.sas.com/cs_cz/software/university-edition/download-software.
html#windows. Na strankéach spoleénosti je uveden podrobny postup instalace softwaru.
Reseni fady problémt softwarem SAS lze nalézt napf. na https://blogs.sas.com/
content/iml/.
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napi. z oblasti algebry, diskrétni matematiky, kalkulu, pravdépodobnosti
apod.

Pro sestaveni programu byly pouzity matematické funkce z oblasti alge-
bry (nejvétsi spoleény délitel, nejmensi spoleény nasobek, celodiselny podil)
a logiky. Sestaveny program nabizi pro dany zlomek vzdy jeden z moznych
rozklad.

Popisova Fibonacci-Sylvesterova algoritmu pi rozkladu zlomku a/b
Ur¢ime hodnotu celoéiselného podilu ¢isel b, a

CelociselnyPodil(<Délenec>, <Délitel>)

a podle nerovnosti (2) stanovime hodnotu jmenovatele prvniho kmenného
zlomku

¢ = CelociselnyPodil(b, a) + 1.

Po urcéeni nejmensiho spole¢ného nasobku ¢isel b, ¢

NSN(<Cislo>, <Cislo>)

d = NSN(b, ¢)
vypocitame hodnotu citatele zbytkového zlomku
e td _d
b ¢’
pficemz ziskame rozklad ve tvaru
a_1_ ¢
b ¢ d

Zbytkovy zlomek zkratime nalezenim nejvétsiho spolecného délitele cisel
e, d

NSD(<Cislo>, <Cislo>)

f =NSD(e, d)
_e g, 4
= f

Cyklus opakujeme v piipads, Ze zlomek g/h neni kmenny, tj. g > 1.
Pouzijeme logickou podminku

Kdyz(<Podminka>, <Pak>, <Jinak>)
Jj = Kdyz(g > 1, CelociselnyPodil(h, g) + 1, h) .
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V pripadé, ze je g = 1, je rozklad ukoncen

a 1 1

b c+h'

Pro g > 1 je ¢islo j jmenovatelem dalsiho kmenného zlomku

kde zlomek k/I je zbytkovy zlomek. Postup opakujeme az do uplného roz-
kladu na kmenné zlomky.”

Odkaz na applet rozkladajici zlomky na soucet kmennych zlomka je
uveden v dodatku, algoritmus rozklada zlomky na nejvyse Sest zlomkt
kmennjch.®)

SAS/STAT

Pii vytvafeni programu (Fibonaccitiv—Sylvesteriv algoritmus) mtizeme
vyuzit obdobnou strategii jako v pripadé Geogebry, tj. budeme cyklicky
opakovat hledani nejblizsiho vétsiho celého ¢isla k celoc¢iselnému podilu
jmenovatele a citatele. Toto ¢islo oznac¢ime jako jmenovatel kmenného
zlomku, stanovime hodnotu zbytkového zlomku a postup opakujeme. Ukaz-
me na pFikladu rozklad zlomku 23/211 na nejvyse étyii zlomky, pfi¢emz
posledni nemusi byt kmenny.”)

data Zlomek;

p = 23; /* Citatel zlomku x*/
q = 211;
a = ceil(q/p);

/* Vrati celoliselnyj podil zvétSeny o Cislo 1 */
if p > 1 and p < q

then

b = pxa - q;

/* Vrati hodnotu &itatele zbytkového zlomku */

7)Kazdé racionalni ¢islo zapsané v zakladnim tvaru 0 < a/b < 1; a,b € N lze pomoci
Fibonacciova—Sylvesterova algoritmu vyjadfit maximalné a vzajemné riznymi kmen-
nymi zlomky.

8)Tento podet kmennych zlomki je dostacujici pro zlomky tvaru p/q, kde p,q < 100.
Nejmensi zlomek vyzadujici k rozkladu 7 kmennych zlomki je [9] 732/733 = 1/2 +
+1/34+1/7+1/45+41/(7330) + 1/(20524) + 1/(26 388).

9) Algoritmus je mozné celkem snadno prodlouzit pro vice nez &tyii kmenné zlomky.
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else
a = q;
if p > 1 and b > 1
then
c = ceil(ax*xq/b);
if p > 1 and b > 1
then
d = b*c - axq;
if p>1 and b > 1 and d > 1
then
e = ceil(ax*cxq/d);
if p > 1 and b > 1 and d > 1
then
f = dxe - axcx*q;
if p >1 and b > 1 and d > 1 and f >= 1
then
g = a*c*ex*q;
if p > 1 and b > 1 and d > 1 and £ >= 1
/* Zkrati posledni zlomek x*/
then
r = int(sqrt(g));
do i =1 to r by 1;
h = £/i - int(£/i);
j = g/i - int(g/i);

m="h + j;
if m =0
then
o = 1i;
k = f/max (o) ;
1 = g/max(o0);
end ;

run;

proc iml;

use Zlomek; read all var {a c e g f}; close;
Denom = a || ¢ ||l e Il g || £ ;

print Denom[c={"Jmenovatel 1" "Jmenovatel 2"
"Jmenovatel 3" "Jmenovatel 4" "Citatel 4"}
label="Rozklad na kmenné zlomky"];

quit;
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Vystupem programu je tabulka (zélozka RESULTS) s piehledem poza-
dovanych hodnot jmenovatelti, v pripadé rozkladu na ¢tyfi zlomky je v pa-
tém sloupci uvedena hodnota ¢itatele posledniho (tj. étvrtého) zlomku.

Rozklad na kmenné zlomky

Jmenovatel 1 | Jmenovatel 2 | Jmenovatel 3 | Jmenovatel 4 | Citatel 4
10 112 13129 1.55132E9 1

Program rozlozil zadany zlomek na ¢tyfi kmenné zlomky (pfesnd hod-
nota jmenovatele posledniho zlomku urcena ze zalozky OUTPUT DATA)

23 1 1 1 1

211 10 T 112 T 13120 T 1551322640°

Sestavenim jednoduchého programu lze rovnéz hledat vSechny rozklady
pro dany pocet kmennych zlomkt. Algoritmus vypoctu cyklicky (funkce
DO/END) porovnéva (pro zadany rozsah proménnych) soudet hodnot
kmennych zlomkt s hodnotou rozkladaného zlomku. Nalezena feSeni na-
sledné vypise ve formé tabulky. NiZe je uveden kéd programu, ktery vypo-
¢ité rozklad zlomku 4/21 na soucet tii zlomkid kmennych pro 2 < a,b,c¢ <
<1000, kde a, b, ¢ jsou pfirozena cisla.

data Zlomek;
do a = 2 to 1000 by 1;
do b = 2 to 1000 by 1;
do ¢ = 2 to 1000 by 1;
e = 1/a + 1/b + 1/c;
if e = 4/21 then

do;

output;

end ;

end;
end ;

end;
run;
proc iml;
use Zlomek; read all var {a b c}; <close;
Denom = a || b || ¢ ;

print Denom[c={"a" "b" "c"}
label="Hodnoty jmenovateld a, b, c"];
quit;
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Vystupem vypoctu je tabulka s pfehledem hodnot jmenovateltt kmen-
nych zlomka.'?)

Hodnoty jmenovateld a, b, ¢
a b ¢ a b ¢
6 44 924 7 22 462
6 45 630 7 24 168
6 46 483 7 28 84
6 48 336 7 30 70
6 49 294 8 16 336
6 51 238 8 21 56
6 54 189 8 24 42
6 56 168 9 14 126
6 60 140 9 18 42
6 63 126 10 12 140
6 70 105 10 15 42
6 78 91 12 14 28

Pfidanim dalsiho (dalsich) élenu (¢leni) do rozkladu poéet moznych
kmennych zlomki rychle roste, mize se rovnéz vyrazné prodlouzit cas
potfebny k provedeni potfebnych vypocti.

Odkaz na program rozkladajici zlomky na stanoveny pocet kmenovych
zlomki naleznete v dodatku.

Né&kolik souvisejicich tloh vyuzitelnych ve vyuce matematiky

Dédictvi (ZS, SS)

Pomérné zndmou tlohou je prani otce t¥i synt, aby si tito rozdélili
19 ovci tak, Zze nejstarsi ma obdrzet polovinu stada, prostfedni ¢tvrtinu a
nejmladsi pétinu. Otec soucasné vyjadril pfani, aby zadné z ovci nepfisla
v pribéhu déleni k 1jmé na zdravi. Synové si s otcovym pranim nevédéli
prilis rady az do chvile, kdy jim soused nabidl jesté jednu ovecku. Stado

10)V tabulce byly vynechany permutace nalezenych trojic jmenovatelii a trojice neob-
sahujici rizné jmenovatele.
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20 ovci se uz bratrim délilo snadnéji, nejstarsi si odvedl polovinu tedy
10 ovci, prostiedni ¢tvrtinu tedy 5 ovci a nejmladsi pak pétinu tedy 4 ovce.
Spokojeni bratfi nakonec posledni ovecku mohli vratit sousedovi. V ¢em
spoCiva podstata feSeni?

Odpovédi je specificky zadany pocet ovci, které si maji bratii rozdélit.
Pokud se¢teme kmenné zlomky, které urcuji jednotlivé podily, dostaneme

L1
2 4 5 20

a nikoliv 20/20, jmenovatele kmennych zlomkt (2, 4 a 5) jsou déliteli ¢isla
20.10)

Rozklad kmenného zlomku (SS)
Rozkladat 1ze rovnéz kmenné zlomky, napt.

11 1

45 2
nebo

1_1. 1

12 13 156"

Podle uvedenych prikladt formulujte a dokazte obecné pravidlo pro roz-
klad zlomku ve tvaru 1/n na soucet dvou kmennych zlomkd.

Resend. Pro uvedené kmenné zlomky plati

1 1 1

nin+1+n(n+1)'

Tvrzeni mizeme snadno dokazat seCtenim lomenych vyrazi na pravé strané

1 1 n+1 1

n—|—1+n(n+1) nn+1) n’

11) Reseni lze popsat také jako nalezeni vhodného rozkladu &isla 1 na kmenné zlomky:
1=1/241/4+1/5+1/20.
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Rownovdha (SS)

Pfedpoklddejme, Ze mame dostatek stejnych cihel (nebo knih ¢ kos-
tek domina apod.). Cihly budeme pokladat jednu na druhou tak, jak je
naznaceno na obrazku [9].

| |
| |

Miize cihla na vrcholu tplné piesahovat cihlu spodni? Jaky je pfipadny
maximalni previs, kterého muzeme takto dosdhnout?

Resend. V pripadé dvou nejvyse polozenych cihel miize horni cihla pfesaho-
vat spodni cihlu o 1/2 délky, t67i8té je umisténo ve stfedu prekryvajicich se
¢asti cihel, tj. v pofadi druhd cihla muze presahovat dalsi (tfeti) cihlu o 1/4

délky. Vzhledem k poloze té€zisté trojice cihel miize tieti cihla presahovat
nésledujici (¢tvrtou) cihlu o 1/6 délky atd.

| |
| |
| |
| E

| |

Horni cihla pfesahne cihlu tvorici zakladnu v pfipadé, ze
1

L
24 o T

Pozadovany presah nastane v pripadé, ze uvedenym zptisobem polozime
pét cihel

N

0|

1+1+1_’_1_25>1
2 4 6 8 247 7
Pfesah muze byt i vétsi, nebot posloupnost
1 1

1
§+Z+-.~+%+-..

je divergentni. Pokud bychom méli k dispozici cihly s identickymi rozméry,
pak dvojnasobného presahu lze docilit posklddani 32 cihel [9].
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Zavér

Kmenné zlomky mohou nalézt misto v matematice zakladni i stfedni
skoly (viz piiklady vyse uvedenych tloh), kde jejich pouziti mtize usnadnit
feseni nékterych typu uloh.

Ve stfedoskolské matematice se kmenné zlomky dale objevuji napt. v de-
finici harmonického priumeéru

_ n
D SR
=1 x;

ktery obsahuje soucet pfevracenych hodnot primeérovanych éisel (tj. soucet
kmennych zlomki).

Ve fyzice se kmenné zlomky uplatiuji pfi vypoctu odporu v pripadé
paralelniho zapojeni rezistor, tedy napt. pro tfi takto zapojené rezistory
plati

Dodejme, Ze kmenné zlomky vyvolavaly a vyvolavaji pozornost u matema-
tikd zabyvajicich se napf. teorii ¢isel, kombinatorikou opakované. Uvedme
nékolik zajimavych vysledkt ziskanych v minulosti:

e P. Erdé8s (r. 1950) dokazal, ze kazdé racionélni ¢éislo 0 < p/q < 1, kde
p,q € N, lze zapsat nejvyse [3]

8Ing

Inlng
riaznymi kmenovymi zlomky se jmenovatelem hodnoty nejvyse

4b?In q
Inlng

e R. Breusch (r. 1954) dokézal, Ze kazdy zlomek s lichym jmenovatelem
ma pii rozkladu na kmenné zlomky pouze liché jmenovatele [6}.12)
e H. Zhibin (r. 2014) dokézal, Ze nejmensi zlomek vyzadujici k rozkladu

osm kmennych zlomkd je [7]
27538

27539’

12)R. H. Breusch (1907-1995) byl némecko-americky matematik zabyvajici se zejména
teorii Cisel.
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soucasné ukazal priklad takového rozkladu

27538 1 1 1 1

97530 2 3 7t 3T
+ - + 1 + 1 +
1933 ' 14893663 ' 1927145066 572824

1

+ 212829231672162931 784

Na druhou stranu i v oblasti kmennych zlomki je fada dosud nevyfte-
Senych otazek a problému, jako napt. tvrzeni, Ze kazdy zlomek ve tvaru
4/n lze zapsat jako soucet t¥i kmennych zlomki (P. Erdds, E. G. Straus,
1948). Tvrzeni bylo ovéfeno pro velky poéet prvociselnych n, chybi ovSem
obecny dikaz pro libovolné n [8].

Rozklady zlomki pomoci Geogebry nebo programu sestaveného v SAS/
STAT nejsou jisté jediné moznosti pocitacového feseni. Obdobné funkce
jako Geogebra jsou soucasti MS Excel, vypocetni program je mozné sesta-
vit v libovolném dostupném programovacim jazyku. Na internetu lze na-
1ézt fadu stranek obsahujicich kalkulatory rozkladajici zlomky na soucty
kmennych zlomkd, napft.:

e http://www.calcul.com/show/calculator/egyptian-fraction

e http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fractions/
egyptian.html#section3.3

e http://www.robertobigoni.eu/Matematica/Egyptian/Egyptian.html

Sestavovani obdobnych programi v Geogebie muze byt dobrym procvi-
¢ovanim jak pocetnich operaci se zlomky, tak prace s jednoduchymi logic-
kjmi operatory. Moznost vyuziti Geogebry jako prostfedku k algoritmizaci
jednodussich problému miiZe zajimavym zpusobem doplnit a rozsifit vy-
uku matematiky.

Dodatek

Applet rozkladajici racionalni zlomek uzitim Fibonacciova—Sylvesterova
algoritmu je dostupny z https://www.geogebra.org/m/huamns3p. SAS
program pro rozklad zlomkt je dostupny z https://www.clatrutnov.cz/
index.php/cs/skola/dokumenty/category/78-spichal-ludek-mgr.
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