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V nasem seridlu ¢lankt o tlohach z Matematické olympiaddy kategorie
P (programovani) se tentokrat zastavime u jedné praktické tlohy z tstied-
niho kola lofiského 67. roéniku MO (8kolni rok 2017/18). Jedna se o za-
jimavou modifikaci pomérné znamé tlohy urcit délku maximéalni rostouci
podposloupnosti vybrané ze zadané posloupnosti ¢isel. V domacim kole
67. ro¢niku MO soutézici Tesili prave tuto zakladni tlohu. V krajském kole
na ni navézala o néco tézsi varianta, kdy se ve vybrané rostouci podpo-
sloupnosti pfipousti jeden pokles hodnoty. S uvedenou dvojici tiloh jsme se
v Matematické olympiadé kategorie P jiz v davné minulosti jednou setkali.
Bylo to pied dvaceti lety ve 47. ro¢niku soutéze. Uloze byl vénovan také
20. dil naSeho seridlu nazvany Poklesla podposloupnost [1].

Soutézni tloha tstfedniho kola o navlékani koralkd prirozenym zpiso-
bem navézala na tlohy z nizsich kol soutéze. Seznamime se nejprve s pres-
nym znénim zadani. Uplné znéni i ptivodni autorské feseni tilohy muiZete
nalézt také na webu v archivu MO-P [2].

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Jesté nedadvno méla Natalka krasny nahrdelnik, na kterém bylo n ko-
ralki. Koralky mély rtizné odstiny rtizové barvy, postupné prechazely od
tmavé do svétlé. Nahrdelnik se ale pretrhl a koralky se rozkutalely po zemi.
Natélka ted drzi prdzdnou siirku a Petr (ktery se na pfetrzeni ndhrdel-
niku malicko podilel) kle¢i na zemi, sbird kordlky a jeden po druhém je
Natéalce podavéa. Ta muze kazdy koralek bud navléknout na siirku (a to
z libovolného konce), nebo ho muze odlozit do krabice s Sitim.

Natalku p¥i sbirani koralkt napadla nasledujici tloha: Co kdyby koralky
zkusila navlékat tak, aby nakonec byly na sitirce sefazené od nejtmavsiho
po nejsvétlejsi? Mozna se ji nepodari takto navléknout vSechny koralky,
ale urcité bude zabavné zkusit navléknout jich co nejvice.
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Soutézni tloha

Na vstupu je dana posloupnost fi, ..., f,: barvy koralkd v tom poradi,
v jakém je Petr podaval Natalce. VSechna f; jsou navzdjem riznd pfirozena
¢isla. Cim vétsi ¢islo, tim svétlejsi koralek predstavuje. Pro kazdy korélek
si Natalka vybrala jednu ze t¥{ moznosti: bud ho navlékla na levy konec
snarky, nebo ho navlékla na pravy konec sitirky, nebo ho odlozila pryc.
Vime, Ze na konci celého procesu méla snturku, na niz zleva doprava barva
koralkt prechazela z tmavé do svétlé — tedy jim odpovidajici ¢isla rostla.

Napiste program, ktery urci, kolik koralkti mohla mit nakonec Natalka

¥¥o

na Sntrce nejvyse.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu je kladné celé ¢islo n. Na druhém tfadku je
n ruznych kladnych celych Cisel f1,..., fn. VypiSte jeden fadek s jednim
¢islem: maximalni pocet koralkt, které mohly skoncit na Snirce.

Omezeni a hodnoceni

Je ptipraveno 10 sad testovacich vstupi, za kazdou muzete ziskat 1 bod.
Ve viech sadach pro kazdé i plati 1 < f; < 10°. Jednotlivé sady maji
ruznou maximalni hodnotu n: 6, 12, 20, 60, 100, 5000, 17000, 150 000,
250000 a 500 000.

Priiklady.
Vstup: Vystup:
5 3

30 10 50 20 40

Jedno optimalni feSeni: Koralek 30 navlece Natélka na $iitirku (je jedno,
z které strany), kordlek 10 nepouzije, kordlek 50 navleGe zprava, kordlek
20 navlece zleva a koralek 40 nepouzije.

Vstup: Vystup:
6 6
10 20 9 21 8 22

Vsechny koralky mizeme navléknout na sintrku.

Vstup: Vystup:
7 5
1743526
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Zde je optimalnim FeSenim nepouzit prvni dva kordlky a z ostatnich
sestavit na sndrce posloupnost 2, 3, 4, 5, 6.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ulohu miizeme fesit hrubou silou, tedy prostym zkougenim vsech moz-
nosti. Podle zaddni mame pro kazdy koralek tifi moznosti, co s nim udé-
lame: bud ho na $tirku navlékneme zleva, nebo ho navlékneme zprava,
nebo ho vynechame. Snadno nahlédneme, Ze vzhledem k poZzadovanému
vzestupnému usporadani koralkt v nahrdelniku mame ve skuteénosti vzdy
nejvyse dvé moznosti: bud kordlek navlékneme na $titirku, nebo ho vyne-
chame. Dokud neni na sniirce zadny korédlek, neméa smysl rozliSovat mezi
navléknutim zleva a zprava — vysledek bude v obou pfipadech stejny. Kdyz
uz je na sntrce navlecen prvni koralek a jeho hodnotu oznacime P, pak
nasledujici koralky s hodnotou mensi nez P lze navléknout jedin€ zleva a
nasledujici koralky s hodnotou vétsi nez P jediné zprava. Pro n koralkt tak
vyzkousime az 2" moznosti a jako vysledek urc¢ime maximalni dosazenou
délku nahrdelniku. Casové slozitost tohoto feseni je proto O(2").

Préaveé popsané reseni si nyni ukdzeme zapsané v programovacim jazyce
Pascal:

program Koralkyl;

{zkouSeni vSech moZnosti - exponencialni sloZzitost}
const MaxN = 500000; {maxim&lni poc&et koralku}
var n: integer; {pocet koralkd}

max: integer; {maximdlni délka ndhrdelniku}

F: array[l..MaxN] of integer; {hodnoty koralkd}
i: integer;

procedure Koralek(i, n, prvni, posledni, delka: integer;
var max: integer);

{pofadové &islo koralku, polet vZech koralki, hodnota

prvniho a posledniho koralku v ndhrdelniku, aktudlni

délka nahrdelniku, maximadlni dosaZend délka nahrdelnikul}

var fi: integer; {hodnota i-tého koralku}
begin
if i > n then {hotovo}
begin
if delka > max then max := delka;
{nalezeno nové maximum}
exit
end ;
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fi = F[I];
if delka = 0 then

{prvni navleé&enjy koralek}

Koralek(i+1, n, fi, fi, 1, max)
else if fi < prvmni then

{navlékneme zleval}

Koralek(i+1, n, fi, posledni, delka+1, max)
else if fi > posledni then

{navlékneme zpraval}

Koralek(i+1, n, prvni, fi, delka+1l, max);
{koralek vynechamel
Koralek(i+1, n, prvni, posledni, delka, max)
end; {procedura Koralek}

begin
read (n);
for i :=
max := 0;
Koralek (
writeln(
end.

1 to n do read(F[i]);

1, n, 0, 0, 0, max);
max)

Popsané feseni jsme implementovali pomoci rekurzivni procedury Kora-
lek. Vyznam jejich parametri je uveden pfimo v programu v komentaiich.
Nebudeme zde popisovat moznosti, jak 1ze zlepsit ¢asovou slozitost tohoto
algoritmu pomoci techniky keSovani (memoizace, uklddani znamgch vy-
sledkidl) — zdjemci si tato moznd vylepSeni jisté rozmysli samostatné nebo
si je mohou vyhledat ve [2]. Misto toho se budeme radéji podrobnéji vé-
novat efektivnéjsSimu postupu reseni.

Zakladem vzorového feSeni na$i ulohy je efektivni postup, jak v za-
dané posloupnosti ¢isel urcit délku maximalni vybrané rostouci podpo-
sloupnosti. Pro posloupnost délky n dokazeme tuto tlohu vyftesit v Case
O(n - logn). Jiz v tvodu jsme uvedli, Ze s timto algoritmem se soutézici
setkali v doméacim kole soutéze, kde ho bud sami vymysleli, nebo se s nim
seznamili nasledné ve vzorovém feSeni. Nasi ¢tenari si mohou algoritmus
precist v archivu uloh MO-P [2] ve vzorovém feSeni tlohy 67-I-2, podrob-
néjsi rozbor najdete také v [3].

Ukéazeme si zde alesponi hlavni myslenku tohoto postupu. Budeme po-
stupné prochéazet zadanou posloupnost ¢isel fi,..., fn, a pro kazdy jeji
prvek f; uré¢ime délku maximalni rostouci podposloupnosti vybrané z po-
¢atecniho tseku délky i. Jak vzapéti uvidime, vypocet kazdé z téchto hod-
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not mé ¢asovou slozitost O(logn) a protoZze ho provadime n-krat, bude
celkova ¢asova slozitost popsaného algoritmu skuteéné O(n - logn).

V priubéhu vypoctu si budeme v pomocném poli D udrzovat nésledujici
informaci: ¢islo D; udavé, jakou nejmensi hodnotou mize koncit rostouci
podposloupnost délky j vybrana z useku posloupnosti f1, ..., f;. Sporem
snadno dokazeme, Ze hodnoty v poli D jsou vzdy vzestupné usporadané.
V i-tém kroku vypoctu pfiddme do uvazované posloupnosti prvek f;, ktery
snizi jednu vhodnou hodnotu ulozenou v poli D — vzdy tu, ktera je nej-
blizsi vyssi nez f;. Diky usporadani pole D dokdZeme tuto hodnotu urcit
v logaritmickém case binarnim vyhledavanim.

Vysledné feseni dnesni tlohy ziskdme slozenim nékterych myslenek uve-
denych vySe v nasem prvnim Feseni a algoritmu na urceni délky maximalni
rostouci vybrané podposloupnosti. Je jasné, ze néktery koralek navlékneme
jako prvni. Nevime ktery, ale mizeme vyzkouset vSech n takovych moz-
nosti. Pro kazdou volbu prvniho navleceného kordlku (jeho hodnotu jsme
si oznadili P) jiz vime, Ze néasledujici koralky s hodnotou vétsi nez P lze
navlékat jediné zprava, zatimco koralky s hodnotou mensi nez P jediné
zleva. Chceme navléknout co nejvice koralkt, takze mezi témi vétSimi nez
P chceme nalézt co nejdelsi rostouci podposloupnost a mezi témi men-
$imi nez P co nejdelsi klesajici podposloupnost (coz piedstavuje prakticky
stejny postup). To umime provést v ¢ase O(n -logn), takze celkové dosté-
vame Tesen{ s asymptotickou ¢asovou sloZitosti O(n?-logn). Staéi postupné
vyzkouset vSech n moznosti volby prvniho navlec¢eného koralku a pro kaz-
dou z nich dvakrat vykonat algoritmus na urceni délky maximalni rostouci
(resp. ve druhém piipadé klesajici) podposloupnosti, kterou ke zvolenému
prvnimu kordlku mizeme pfipojit.

Zda se, ze jsme s feSenim uspésné u konce, ale neni tomu tak. Po-
psané Teseni jesté stale provadi fadu vypoctt zbytecné vicekrat a vhodnou
tpravou ho muZeme vyznamné urychlit. Algoritmus z doméciho kola mi-
zeme snadno upravit tak, aby zpracovaval zadanou posloupnost v opa¢ném
sméru, tedy od konce. Pro kazdy prvek posloupnosti f;, ovSem tentokrat
pro i v poradi od n doli k 1, budeme urcovat délku maximéalni rostouci
(resp. klesajici) podposloupnosti zacinajici prvkem f;. Uvedeny postup
opét zopakujeme dvakrat — zvlast pro rostouci a zvlast pro klesajici pod-
podsloupnost. VSechny spocitané hodnoty si ulozime do poli A, B pro dalsi
vyuziti. Jiz vime, Ze cely tento vypodet mé ¢asovou slozitost O(n - logn).

Tim méme v polich A, B pfipraveno vSechno potfebné pro vyteSeni
ulohy. Nyni uz jen staci jednou projit zadanou posloupnost ¢isel a pro
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kazdy jeji prvek f; (tj. prvni navledeny koralek) ziskdme v konstantnim
¢ase maximalni délku néhrdelniku jako soucet A; + B; — 1. Odecteni 1
je zde proto, abychom prvni navledeny koralek nezapocitali do vysledku
dvakrat. Tato zévéreénd faze vypodtu mé tedy ¢asovou slozitost O(n), celé
Feeni tlohy proto zvladneme v ¢ase O(n - logn).

Popsané feseni zapiSeme opét také ve tvaru programu. Zvolili jsme ta-
kovou formu zéapisu, aby byla jasna a dobfe srozumitelné, i kdyz program
by bylo mozné zapsat i o néco kratsim a tspornéjsim zptsobem.

program Koralky2; {dynamické programovani}
const MaxN = 500000; {maxim&lni poéet koralkd}
var n: integer; {poet koralkidl}
max: integer; {maximalni délka nahrdelniku}
F: array[l..MaxN] of integer; {hodnoty koralkd}
A, B: array[l..MaxN] of integer;
{A[i] - délka max. rostouci podposloupnosti

za€inajici koralkem "i"}
{B[i] - délka max. klesajici podposloupnosti
zaéinajici koralkem "i"}

D: array[l..MaxN] of integer;

{D[i] - jakou nejvét3i hodnotou miZe zalinat
rostouci podposloupnost délky "i"
resp. jakou nejmenSi hodnotou miZe zacinat
klesajici podposloupnost délky "i"}

k: integer; {délka max. rostouci,

resp. klesajici podposloupnosti}
i, j: integer;

begin

read(n);

for i := 1 to n do read(F[i]);
{Zpracujeme F[n] - usek délky 1}

k = 1;

D[1] := F[n]; A[n] := 1; B[n] := 1;

{Rostouci podposloupnost zaéinajici koralkem &islo "i":}
for i := n—1 downto 1 do
if F[i] < D[k] then
begin {lze prodlouzit}
k =k + 1;
D[k] := F[i]; A[i] = k
end
else
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begin
{Mezi D[1], D[2], ..., D[k] vyhledédme nejvétsi
hodnotu D[j] takovou, Ze D[j] < F[i]. Hodnoty
v poli D jsou usporddané sestupné, takZe to lze
provést v logaritmickém ¢Case binarnim vyhledavanim.
My zde pro jednoduchost zapisu pouzZijeme sekvencni
prichod s linedrni &asovou sloZitosti:}

j=1
while D[j] > F[i] do j := j + 1; {mame pot¥ebné D[jl}
D[j] := F[i]; A[i] = j
end ;

{Klesajici podposloupnost za&inajici

koralkem ¢&islo "i" - analogicky:}
k = 1;
for i := n—1 downto 1 do

if F[i] > D[k] then
begin {lze prodlouzit}

k =k 4+ 1;
D[k] := F[i]; BJ[i] = k
end
else
begin
j=1
while D[j] < F[i] do j := j + 1; {mame pot¥ebné D[jl}
D[j] i= F[i]; B[] = j
end ;
{Nejdelsi nahrdelnik:}
max := 0;
for i := 1 to n do
if A[i] + B[i] — 1 > max then max:= A[i] + B[i] — 1;
writeln (max)

end .
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