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V prvnim dile série Geometrie pohybu jsme si ukézali struény tvod
do kinematické geometrie v roviné s ohledem na mozné pouziti vybrané
teorie ve vyuce na stfedni skole. Demonstrovali jsme zadavani pohybu po-
moci jednoduchych pomticek — prusvitné félie a papiru, a rovnéz jsme si
ukazali, jak lze k modelovani pohybu pouZit dnes velmi rozsifeny soft-
ware GeoGebra. Podrobnéji jsme se vénovali pohybu zadanému pomoci
trajektorii a specialné jsme se zamérili na pohyb elipticky. Odvodili jsme
parametricka vyjadieni elips vytvorenych kinematicky a to i v obecné po-
loze pro konkrétni zadani transformace soustavy soufadnic. Jak jsme se
zminili jiz v minulém dile, 1ze odvodit také jina urceni pohybu nez pomoci
dvou trajektorii dvou rtiznych bodt. Nadéale budeme vylucovat specialni
pohyby, tedy rotaci a pfimocaré posunuti a rozsifime nase tvahy o dalsi
moznost zadani pohybu:

Pohyb roviny % je jednoznacné urceny, zndame-li obdlky dvou rizngch
krivek roviny X.

Obé obélky pfitom mohou byt k¥ivky (dokonce i s vice vétvemi), nebo
se jedna nebo obé mohou redukovat na bod. Vysvétleme to na ptikladé.
Predstavme si kruznici a vSechny jeji tecny, tj. primky, které se kruznice
dotykaji v kazdém jejim bodé. Kruznice je tedy obalkou této soustavy te-
¢en. Chapat mizeme tuto situaci i kinematicky. Tecna se pohybuje tak, ze
postupné obaluje kruznici. P¥ipad tzv. bodové obalky si jednoduse pred-
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stavime na svazku primek. Opét z pohledu kinematické geometrie mtzeme
uvazovat pfimku a otacet ji kolem pevného bodu, ktery na ni lezi. Bod
mizeme chapat jako kruznici s nulovym polomérem. Bod je tedy obalkou
jednotlivych poloh otécejici se pfimky. Ptikladem obalky s vice vétvemi
miuzZe byt ekvidistanta dané primky, ktera vznikne jako obalka kruZnice,
jejiz stfed se pohybuje po této dané primce. Na obr. 1 muzeme vidét kruz-
nici vytvofenou jako obalku mnoziny vsech jejich tecen, dale je na ob-
razku kinematicky vytvorena ekvidistanta pfimky jako obéalka kruznice,
jejiz stfed se pohybuje po piimce.
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Dalsi informace o kinematické geometrii v roviné lze nalézt v odborné
literatufe, jmenujme napiiklad [4]. Studiu kiivek se vénuji také dalsi pub-
likace, napf. [1, 2].

Na nésledujicich prikladech demonstrujme uziti obalek kiivek pri po-
hybu. V prvnim pfipadé je pohyb v roviné pomoci dvou obalek dvou kiivek
zadan a ukolem je urcit trajektorii néjakého bodu. Ve druhém pfipadé se
vracime k zadani pohybu pomoci trajektorii dvou boda. Obalku néjaké
kfivky v tomto pripadé hledame.
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Obr. 1 Ukéazky obalek
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Priklady kinematicky vytvorenych krivek

Uloha 1

Mégjme danu elipsu (e) a bod (m) = E, tj. bodovd obalka je rovna
jednomu ohnisku elipsy. Sestrojte trajektorii vrcholu pravého dhlu, jehoz
jedno rameno e obaluje elipsu (e) a druhé rameno m stale prochézi bodem
(m), obaluje jej.

Resend. Vrchol pravého tihlu oznaéme P, sledujme obr. 2. Opét miizeme
zrealizovat pomoci prisvitné félie simulaci pohybu, tj. na papir zakreslime
elipsu (e) a vyznaéime ohnisko (m) = FE, na fdlii vyzna¢ime ramena pra-
vého thlu. Vse, co je zakreslené na f6lii, je neménné, tj. pravy thel zistava
konstantni.
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Obr. 2 Pohyb zadany dvéma obalkami navzajem kolmych pfimek, z nichz jedna
je bod a druha elipsa

V GeoGebfe jsme zadali elipsu (e) s ohniskem (m) = E a vychozi
polohu pohybujicich se objekt. To znamend, urcili jsme bod T tak, Ze
se muze pohybovat pouze po elipse (e). V bodé T jsme sestrojili te¢nu
k elipse (e), tj. pfimku e. Z ohniska (m) = E jsme spustili kolmici m na
primku e a patu této kolmice jsme oznacili P. Dostali jsme tak obé ramena
pravého thlu s vrcholem P. V GeoGebfe mizeme nyni hybat bodem T" a
sledovat drahu bodu P. Priklad zpracovany v GeoGebfe lze opét oteviit
ve webovém prohlizeéi, viz [3].
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Podle obr. 2 a experimentt s f6lii, vidime, Ze trajektorii 7p je kruznice
se stfedem ve stfedu elipsy (e) a polomérem rovnym velikosti jeji hlavni
poloosy. Presvéd¢me se o tom dtikazem.

Sledujme obr. 3. Sestrojme bod @Q, jenZ je soumérny s ohniskem (m) = E
podle teény e. Z definice elipsy plati, ze |ET| + |FT| = 2a, kde F je druhé
ohnisko elipsy a a je velikost hlavni poloosy. Ze soumérnosti podle tecny
plati, ze |ET| = |QT|. Z toho plyne, ze |QT| + |FT| = 2a. Body Q, T,
F jsou kolinearni, nebot te¢na elipsy v bodé T je osou vné&jsich tthla jeho
pravodi¢i. Plati tedy |QF| = 2a. Pokud sestrojime bod @ pro kazdou
polohu te¢ny e, dostaneme kruznici se stfedem v bodé F' o poloméru 2a.
Tato kruznice je tzv. 7idici kruznice elipsy, na obr. 3 oznacena jako d.

Obr. 3 Trajektorie vrcholu pravého thlu, jehoz jedno rameno e obaluje elipsu
(e) a druhé rameno m obaluje bod (m)

Analogicky lze sestrojit druha Fidici kruznice se stfedem v druhém oh-
nisku a polomérem 2a, pokud bychom bodovou obalku zvolili v ohnisku F
a druhé rameno pravého thlu by byla opét tecna elipsy. Bod @ bychom
tedy sestrojovali jako bod soumérny podle te¢ny s ohniskem F. Ridici
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kruznici vyuzijeme v dikazu déle. Pro vrchol pravého thlu, bod P, plati
{P} = eUQE. Z predchoziho déle plyne, Ze usecka PS, kde S je stied
elipsy, je stfedni p¥i¢kou trojuhelniku FFQ, tj. |SP| = 1/2|QF| = a. Po-
kud uvazujeme tec¢nu e v nékterém z hlavnich vrcholt elipsy, potom bod P
s timto hlavnim vrcholem splyva, tj. stéle plati |SP| = a. Paty v8ech kol-
mic spusténych z ohniska F na te¢ny elipsy lezi na kruznici se stifedem
v bodé S o poloméru a. Tato kruznice je tzv. vrcholovd kruznice elipsy, na
obr. 3 oznacena jako v. Analogicky bychom postupovali, pokud bychom
bodovou obalku zvolili v ohnisku F' a druhé rameno pravého thlu by byla
opét tecna elipsy. Dostali bychom tak stejnou vrcholovou kruznici.

V prvni uloze jsme timto popsali priklad kiivky tzv. dpatnice. Popisme
tento druh k¥ivky obecné v nasledujici definici.

Definice
Upatnice je trajektorie vrcholu pravého thlu, jehoz jedno rameno oba-
luje kiivku a druhé obaluje bod.

Dodejme, Ze obdobnym piikladem upatnice je také vrcholova kruznice
hyperboly ¢i vrcholova te¢na paraboly pro bodovou obélku v ohnisku
téchto kuzelosecek.

Kinematicka geometrie studuje také dalsi typy kiivek, nejen stfedoskol-
skym studentim znamé kuzelosecky. S vyuzitim GeoGebry mizeme slozi-
t&jsi kiivky objevovat i na stfedni skole pfinejmensim na experimentalni
urovni. Pro tplnost v nasledujicim piikladé uvadime i analytické vyjadfeni
zkoumané krivky.

Uloha 2

Méjme dany dvé riznobézné piimky 74 a 7. Sestrojte obéalku pfimky
p = AB, jestlize se bod A pohybuje po pfimce 74 a bod B po piimce 75.
UvazZujte pouze pripad kolmych trajektorii 74 a 7.

Resend. Sledujme obr. 4. Situaci jsme opét zakreslili v programu GeoGebra
a vykreslili jsme nékolik poloh pohybujici se pfimky p = AB. V GeoGebfte
lze rovnéz zapnout kresleni drahy objektu, to znamenda, zvolime-li tuto
moznost pro pohybujici se pfimku, mizeme vidét a experimentalné od-
hadnout tvar kiivky, kterou pfimky obaluji. To samé mtzeme zrealizovat
pomoci papiru a prusvitné félie.

Pohyb jsme v GeoGebie definovali stejné jako v tloze v minulém dile,
tj. zvolili jsme pevné trajektorie 74 a 7 a vychozi polohu pfimky p = AB.
Nejdrive jsme urcili bod A tak, Ze se mize pohybovat pouze po trajektorii
Ta a zvolili jsme délku tsecky AB. Pro danou polohu bodu A jsme tim
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Obr. 4 Obalka primky, jejiz dva rtzné body opisuji navzajem kolmé piimé
trajektorie

padem dostali polohu pfimky AB, nebot vime, Ze bod B se pohybuje po
své trajektorii 75. V tomto piripadé takto dostaneme pro danou polohu
bodu A dvé polohy bodu B (bude patrné také z vypoctu), tj. dvé polohy
pohybujici se soustavy . Ptiklad zpracovany v GeoGebie lze opét otevrit
ve webovém prohlizedi, viz [3].

Podle obr. 4 a experimentu s félii, muZzeme zkusit odhadnout a nacrt-
nout kfivku, kterd se dotyka vSech poloh pohybujici se primky p = AB.
Krivka je na prvni pohled osové symetrickd podle pfimek 74 a 75. Od-
vodme matematicky predpis této kiivky.

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic, trajektorie 74 a 7 necht sply-
vaji s osami z, y. Vzdalenost bodtt A = [a,0] a B = [0,b] oznaéme d a
zvolme ji pevné. Soufadnice bodu B tedy lze zapsat v zavislosti na této
délce, tj. B = [0, £+ d? — a?]. Pfimku p mtizeme vyjadfit obecnou rovnici
bx + ay — ab = 0, nebot n = (a,b) je norméalovy vektor piimky.

Rovnici pfimky mtzeme pfepsat

Va2 —a?zr+ay—ayvd®—a2=0 (1)
— V& —-ax+ay+ad?—a?>=0 (2)

prob>0a

pro b < 0.
Ménime-li polohu bodu A, tj. a je parametrem v rovnicich (1) a (2),
dostavame jednoparametrickou soustavu primek v roviné. Nyni hledame
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kfivku, ktera se dotyka vsech kfivek této jednoparametrické soustavy, tj.
hleddme obalku. Analyticky se nalezeni rovnice obélky provede tak, Ze
z rovuice (1), respektive (2), vypocteme derivace podle parametru a. Tedy
po upravé dostavame

3 _ d2
L — (3)
a2Vd? — a2
respektive
_ 43 d2
ATy, (4)

a2vdZ — a2
Z rovnic (1) a (3), respektive (2) a (4), vyjddiime = a y jako funkce para-
metru a a dostaneme tak parametrické vyjadieni obalky, tj.

ad (d2 _ a2)%
L= 22 y= 0 (5)
respektive
a3 (d2 _GQ)%
TeE VST (6)

Rovnice (5) vyjadfuje ¢ast kiivky nad osou z, rovnice (6) potom ¢&ast
kfivky pod osou x. Vyslednou obalku lze vyjadfit také implicitné vylou-
Cenim parametru a z rovnic (1) a (3), respektive (2) a (4), tj.

3d222 —3d3a3 +d5at —dsas —d3aiy? =0 (7)

Kfivka popsand rovnicemi (5) a (6) nebo rovnici (7), kterou jsme zis-
kali jako obalku jednoparametrické soustavy piimek, se nazyva astroida,
na obr. 4 je oznacena jako (p). Podrobnéji o vypoctech parametrického
vyjadieni obalek a o dalsich zajimavych kiivkach kinematické geometrie
pojednava napft. [2]. Pfiklad této kiivky uz je nad rdmec stfedoskolského
udiva, ale uvadime jej pro zajimavost, abychom vidéli, jak lze v GeoGebie
provadét experimenty i se slozitéjsimi krivkami.

Posledni Glohu nechavame ¢tenari k zamysleni. Na zakladé uvedenych
poznatki z kinematické geometrie v roviné uz nebude tézké nékteré za-
kladni konstrukce vyucované na stfedni Skole zadavat pravé z pohledu
kinematické geometrie. Podivejme se na nasledujici zadéani.

Uloha 3

Méjme dany dvé bodové obalky (a) a (b) piimek a a b. Sestrojte tra-
jektorii pruseéiku pfimek a a b. Uvazujte zvlast pfipad kolmych piimek a
a b a pripad, kdy pfimky a a b sviraji obecny thel.
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Kde vSude muZeme pozorovat principy a poznatky z kinematické
geometrie?

Jisté nas napadne otézka, proc¢ je vibec dulezité hovorit o kinematicky
vytvorenych kiivkach. V praxi se s nimi totiz setkdvadme doslova na kaz-
dém rohu. Pripomenme naptiklad rtizné ozubena soukoli, kterd jsou sou-
casti prevodovek a dalsich stroji, klikové mechanismy nebo bézné znamé;jsi
nuzkovy hever pro zvedani automobilu. Predstavit si dale mizeme napii-
klad mechanismus otevirani dveii u kufru automobilu. Velmi zajimavym
prikladem kinematické geometrie v praxi je elipticky trenazér. Na obr. 5
mizeme vidét zjednoduseny model jedné jeho pohybujici se ¢asti.

Obr. 5 Model jedné casti eliptického trenazéru

Konec ramene fiditek, bod A, opisuje ¢ast kruznice 74. Riditka drzime
za bod R. Pedal, na kterém stojime, zde zjednoduSené zakreslen jako
bod P, lezi na tusecce spojené s bodem B, ktery se pohybuje po kruz-
nici 75. Body C a D jsou stfedy kruznic 74 a 7p a zlistavaji pii pohybu
na misté. Ctyithelnik ABCD na obr. 5 se potom oznacuje jako kloubovy
¢tyrihelnik. Nyni mizeme zkoumat, jakou trajektorii opisuje bod P. Podle
obr. 5 bychom se mohli domnivat, Ze se jedna o elipsu. Vypoctem lze uka-
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zat, ze jde o obecnéjsi kiivku, jejiz tvar je zavisly na vzdalenosti bodu P
od krajnich bod pohybujici se tisecky. Animaci ¢asti eliptického trenaZéru
si lze rovnéZz vyzkouset ve webovém prohliZzeéi piimo v GeoGebfe, viz [3].

Dalsi praktickd vyuziti kinematické geometrie v redlnych aplikacich lze
najit v nasi knize Atlas geometrie, [5].

Zavér

V ptispévku jsme ukazali vypocty dalsich kinematicky vytvofenych kii-
vek s podporou dynamického softwaru GeoGebra. Nékteré obrazky z Geo-
Gebry jsou dostupné rovnéz online, [3]. Zde si lze vyzkouset dynami¢nost
uloh a zkoumat dalsi zadani, pfipadné typy kiivek.

Moznosti zadavani pohybu, ani praktické priklady kinematické geome-
trie, jsme ani tentokrat zdaleka nevycerpali. V dalsim pojednani se zamé-
fime na kiivky zadavané také odvalovanim hybné polodie po pevné polodii
a ukazeme si dalsi praktickd vyuziti.
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