Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 257 a 258 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 3. 2020 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 257
V pravouhlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB protina osa vnitiniho
hlu u vrcholu B odvésnu AC' v bodé D. Necht E je bod polopiimky CB
pro ktery plati |AD| = |DE|. Dokazte, ze body A, B, D, E lezi na téze
kruznici.
Robert Geretschliger & Jaroslav Suréek

Uloha 258
Dokazte, ze pro libovolné realné ¢islo x plati nerovnost

ot 22+ 1> 2% (22 + 1).

Pro kterd x nastane rovnost?
Robert Geretschliger

Dale uvadime feseni tloh 253 a 254, jejichz zadani jsme zvefejnili ve dru-

hém ¢isle aktualniho (28.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 253
Urcete vSechny funkce f: R\ {0;1} — R takové, Ze pro vSechna redlné
¢isla x € R\ {0;1} plati

! (1;3) =1+af(x).

Pavel Caldbek

Resend. Necht t je libovolné realné ¢islo z mnoziny R \ {0,1}. Substituci
z =t dostaneme

(i) =1+ese )
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Dosazenim

ziskdme také

Poznamenejme, ze

1_t€R\{071} pro t € R\ {0,1}.

Koneéné, polozime-li
t—1
T=— e R\ {0,1}

obdrzime

s =1+ 52 (). 0

Rovnice (1), (2), (3) miZeme povazovat za (linedrni) soustavu rovnic
s nezndmymi f(t), f(1/(1—1t)) a f((t—1)/t). Postupnou eliminaci t&chto
nezndmych z rovnic (1), (2), (3) tak dostaneme

t—-1 t—1
=1+t () -
t—1

a tedy

pro libovolné ¢ € R\ {0, 1}.
Zkouskou snadno ovérime, ze predchézejici funkce je opravdu feSenim
zadané rovnice.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Jozef Mészdros z Jelky.
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Uloha 254
Urcete vSechny dvojice (x,y) celych ¢isel vyhovujici rovnici

P tay+yi=x+y+5.

Jacek Uryga

Reseni. Rovnici upravime na tvar

R D S . AU A S
2973 A\Y"3) T 1

tedy po vynasobeni dvanacti dostaneme ekvivalentni tvar
3(2x +y— 1)+ (3y — 1)* = 64.

Cisla v obou zévorkéach jsou dle piedpokladii celd ¢isla. Navic ¢islo 64 lze
zapsat jako soucet trojnasobku druhé mocniny celého nezaporného cisla a
druhé mocniny celého nezaporného ¢isla pouze nasledujicimi dvéma zpi-
soby

64=3-0%+8 =342 + 4%

Protoze navic ¢islo 3y — 1 dava pfi déleni 3 zbytek 2, dostavame pro ¢isla
v zavorkach nasledujici moznosti, které zaroven vyresime:

2r+y—1 0 —4 4
3y —1 8 -4 | -4
T -1 -1 3

3 -1 | -1

Vidime odtud, Ze existuji pravé tii hledané dvojice celych cisel
(x; y) € {(_1; _1)7 (_1; 3)7 (3a _1)}

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jdachim z Volyné a Jozef Mészaros z Jelky.

Pavel Caldabek
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