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Pravdépodobnost byva casto zaky i uciteli povazovana za nejobtiznéjsi
latku stredoskolské matematiky a jako takova byva i nejméné oblibena.
Divodt k tomuto hodnoceni miize byt vice. Jedna z pri¢in obtiznosti této
latky je fakt, Ze tlohy jsou vétSinou zadavany slovné, lze tedy snadno
udélat chybu v interpretaci tlohy a proto mohou tyto tlohy potrapit jak
nadané zaky, tak i ucitele. O tom, ze pravdépodobnost nadélala problémy
i slavnym matematikim, se mtzeme docist tfeba v knize [1, s. 12], kde
je uvedena snadné tloha o hézeni minci: Jakd je pravdépodobmnost, ze
ve dvou hodech minci padne alespon jednou rub? Tu chybné vyiesil jak
G. W. Leibniz (1646-1716), tak d’Alembert (1717-1783). Pfitom o néco
v kapitole vénované pravdépodobnosti. Proto je asi vhodnéjsi pfistupovat
k pravdépodobnostnim tloham s védomim, Ze chybovat pfi jejich feSeni je
prirozené, a tuto zkuSenost predat i studenttim.

S problémem spravné interpretace ulohy, ¢i predstavy o ni, souvisi i
problém s nalezenim a vysvétlenim chyby v nesprdvném feSeni pravdé-
podobnostnich tloh. To muze byt nékdy velmi obtizné, a je tak snadné
sklouznout k tomu, Ze ukaZeme pouze spravné reSeni a vSechna ostatni
feSeni oznacime za Spatnd, protoze vedou k jinému vysledku, aniz by bylo
vysvétleno, v ¢em piesné jsou uvedend feseni chybna. Tuto argumentaci lze
najit napt. v [2] na strané 122 v piikladu 2. Zde je uvedena nejdiive chybna
uvaha, a pak je feCeno: , Tato tvaha je chybnd, jak nam ukaze nasledujici
spravné feseni.“ Je vSak otazka, zda tento argument hloubavého studenta
uspokoji. Nefekne si tfeba, ze by mohlo byt uvedené feSeni chybné, jak
mu ukazuje puvodni ivaha? Proto by ucitelé neméli rezignovat na snahu
vysvétlit studenttim, kde chyba v nespravném feSeni tiloh presné je.

Ve snaze zabranit nejasnostem v interpretaci zadani tlohy ¢i ve snaze
sjednotit zpusob feseni tlohy jsou také nékdy v zadani uvadéna nadby-
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te¢na fakta, napr. rozliSitelnost ¢i nerozliSitelnost minci ¢i kostek u tloh,
kdy tento fakt nehraje zadnou roli. To muze vést k situacim, kdy student
pozdéji nad zadanim jiné tlohy dlouze premysli, zda jde v dané situaci
o rozliSitelné ¢i nerozlisitelné predméty, nemiize se rozhodnout a je zma-
ten. Pfitom je problém zptisoben tim, Ze to v zadané tloze neni podstatné
a student si toho neni védom.

Jednou z moznosti, jak studentiim pomoci hloubéji proniknout do tajt
pravdépodobnosti, je ukazovani vice feseni jedné ulohy, srovnavani téchto
feSeni, porovnavani vice uloh a zapojeni grafickych feSeni pravdépodob-
nostnich tloh. Zvlasté graficka reSeni nékterym studentim pomaéahaji v po-
rozumeéni dané tloze nejvic. Je tedy skoda, ze se v nasich ucebnicich gra-
fickd feSeni prakticky nevyskytuji, zatimco v zahranic¢nich ucebnicich se
objevuji, viz nap¥. [6].

V nasledujici ¢asti clanku se zamérime na tfi konkrétni tlohy, ukézeme
si vice zptisobt jejich feSeni a provedeme i stru¢na porovnani téchto feseni.
Rovnéz si ukdzeme podobnost mezi prvni a druhou tlohou, ktera neni na
prvni pohled zfejma. U téchto tloh uvedeme i mozné chybné tvahy pfi
jejich feseni a ukadzeme si, pro¢ jsou tyto tivahy chybné. Posledni tiloha
je koncipovana tak, aby vedla k odvozeni Bayesova vzorce, tj. aby ji bylo
mozné vytesit, i kdyz Bayestiv vzorec neni v hodiné probirdn. Podobné
hratky s llohami totiz mohou vést k vétsi oblibé pravdépodobnosti u stu-
dentt a v dusledku toho i k lepsimu pochopeni této oblasti matematiky.

Priklady

Prvni priklad, kterym se budeme zabyvat, se proslavil jako tzv. problém
Montyho Halla, jeho zadani bylo publikovano v [5, s. 67], a lze se s nim
setkat v riznych modifikacich pomérné casto.

Priklad 1

V televizni soutézi jsou tfi zaviené trezory. V jednom z nich je skryta
vyhra a zbylé dva jsou prazdné. Moderator vyzve soutéziciho, aby si vybral
jeden trezor, o némz si mysli, Zze je v ném ukryta vyhra. Po volbé trezoru
je jeden ze zbyvajicich trezort otevien, pricemz je ale vzdy otevien pouze
takovy trezor, ve kterém vyhra neni (o ¢emz je soutézici pfedem infor-
movan). Poté je soutéZici tdzén, zda chce zménit svou volbu a vybrat si
druhy neotevieny trezor. V pfipadé, ze soutézici vybere trezor s vyhrou,
tuto vyhru ziska. Je pro soutéziciho zména vybéru trezoru vyhodna?

8 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



Reseni: Nejdfive si ukazme dvé tivahy, které se pii feSeni této ulohy éasto
objevuji a které vedou k riznym vysledktm.

(i)

Prvni tvaha vychézi z faktu, Ze na pocatku byla pravdépodobnost,
ze je vyhra v konkrétnim trezoru, stejnd pro vsechny trezory. Jelikoz
jsme vyhru nemohli pfesunout, tak by meéla byt pravdépodobnost
stejnd pro oba zaviené trezory i po otevieni prazdného trezoru. Proto
by pravdépodobnost, Ze vyhra je v ptuvodné zvoleném trezoru, méla
byt %, nema tedy smysl ménit svoji volbu.

Druhé tvaha vychazi z faktu, Ze na pocatku mame tii zaviené tre-
zory a v kazdém muze byt vyhra se stejnou pravdépodobnosti, tudiz
pravdépodobnost, Ze vyhra je v nami zvoleném trezoru, je % Po
volbé trezoru s vyhrou se vyhra nemuize presunout, a tak by se ani
tato pravdépodobnost neméla zménit. Takze po otevieni prazdného
trezoru by méla byt pravdépodobnost, ze vyhra je v nami zvoleném
trezoru, stale % Tudiz pravdépodobnost, ze vyhra bude ve zbyva-
jicim trezoru, by méla byt 1 — % = % A proto je vyhodné zménit
ptvodni volbu trezoru.

Ukazme si nejdiive matematické feseni tohoto piikladu, a pak se teprve
vratime k obéma predchozim tvaham.

Ozna¢me A;, i = 1,2,3, jev, Ze v i-tém trezoru je ukryta vyhra, pak
P(A) = % Bez jmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze jsme na zacatku
zvolili trezor €islo 1, a ozna¢me B; (j = 2,3) jev, ze byl po nasi volbé
otevien j-ty trezor (ktery je prazdny). Rozeberme nyni vSechny moznosti:

1.

Je-li vyhra v prvnim trezoru (nastal jev A;), mZe byt otevien libo-
volny ze zbyvajicich dvou trezori. Jelikoz zde neni zadn4 preference
otevieni trezoru ¢. 2 ani 3, tak pravdépodobnost otevieni obou tre-
zort je stejnd, tedy P(B;|A;) = 5 pro j = 2,3.

. Je-li vyhra v druhém trezoru (nastal jev Ay), miize byt otevien pouze

tfeti trezor, tedy P(Bz2|A2) = 0 a P(Bs3|A2) = 1. Obdobné dosta-
neme P(B3|A3) =0a P(BQ‘A?,) =1.

Ze vzorce

P(A; N B))

P(BlA) = =54
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dostaneme P(A; N B;) = P(B,;|A;)P(4;), tedy

11 1 )
P(A]_HBJ) :P(BJ|A1)P(A1) = 5 . g = 6, pI‘O] :2,3,
1
1 1

Jelikoz jsou jevy Aj, As a As disjunktni a dohromady pokryvaji cely prav-
dépodobnostni prostor (jsou v nich obsazeny vSechny mozné vysledky po-
kusu), tak

3
1 1 1
P(B;))=Y P(A;NB;) =~ =2, j=2.3.
(B) =3 PAND) = g+0+5 =5 j=23
Proto
P(A,NB;) & 1 ‘
P(A1|B):7J:§:77 pI‘O]:2,3,
J P(Bj) % 3
P(A;NB;) 1 2 . o,
P(A|B): z :izfv pI‘OZ,]:Z,37Z7éj.
o P(B;) 5 3

Tedy po otevieni prazdného trezoru zustane pravdépodobnost, Ze se vyhra
nachézi v prvnim trezoru, stejna, zatimco pro zbyvajici trezor je dvojna-
sobna. Proto je vyhodné zménit svoji volbu.

Nyni se zaméfme na to, co bylo $patné v prvni tivaze, kterd nevedla ke
spravnému vysledku. V ni vychazime ze stejné pravdépodobnosti ulozeni
vyhry pro vSechny trezory, ktera by se neméla otevienim jednoho trezoru
ménit. Proc¢ je tedy po otevieni napf. druhého trezoru Sance, Ze je vyhra
ve tfetim trezoru, vétsi nez v nami zvoleném prvnim trezoru? Uvédomme
si, ze nami vybrany trezor byt otevien nemohl bez ohledu na to, zda v ném
vyhra je, ¢i neni. Zatimco treti trezor byt otevien mohl, ale pouze v pfi-
padé, Ze v ném vyhra neni. Proto kdyZ otevien nebyl, tak je pro nés tato
informace vzhledem k ulozeni vyhry relevantni. V jistém smyslu tfeti tre-
zor po otevieni druhého trezoru reprezentuje oba tyto trezory. Lze si to
predstavit i tak, ze druhy a tfeti trezor tvori jeden dvojtrezor se dvéma
dvermi, kde jedny z nich vzdy otevieme, a kdyz otevieme ty druhé, tak se
miizeme dostat ke spolecné vyhre.
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Podivejme se na graficky zptsob Feseni této tilohy (obr. 1), ktery je pro
nékteré studenty nazornéjsi. Zde pouzivame stejné znaceni jako v pred-
chozim feSeni. Na obr. 1 je znazornéna nejdiive pravdépodobnost ulozeni
vyhry do jednotlivych trezorti (horni fada Sipek) a po volbé prvniho tre-
zoru déle pravdépodobnost otevieni druhého & tfetiho trezoru (spodni
fada Sipek). Byl-li otevien napf. druhy trezor, nastal jeden z jevii A; N By
a Az N By (na obr. 1 jsou tyto jevy zvyraznény Cervend). Jelikoz pravdé-
podobnost jevu A; N By je P(A1 N By) = %, zatimco pravdépodobnost
jevu A3 N Bg je P(A3 N Bs) = %, je dvakrat vétsi sance, ze bude vyhra
ve tfetim trezoru, a proto je vyhodné zménit nasi volbu na tfeti trezor.
Obdobné postupujeme, je-li otevien teti trezor.

S
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Obr. 1 Grafické feseni prvniho prikladu

Nyni se podivdme na druhou tlohu, uvedenou v [2, s. 122, pf. 2].

Priklad 2

Skrinka ma 3 zasuvky. V prvni jsou 2 zlaté mince, ve druhé jedna zlaté a
jedna stiibrné a ve tfeti 2 stFfibrné mince. Zvolime ndhodné jednu zasuvku,
z ni vytdhneme naslepo jednu minci. Jaka je pravdépodobnost, Ze v této
zasuvce zbude zlatd mince, jestlize vytazena mince byla stfibrna?

Reseni: 1 pfi feSeni této tlohy miZeme ¢asto narazit na nasledujici dvé
uvahy, které vedou k rtiznym vysledktim.

1. wvaha: Jelikoz jsme vytahli st¥ibrnou minci, museli jsme tahat z druhé
nebo ze tfeti prihrddky. Ve druhé ztstala zlatd mince, ve tfeti stii-
brné, a proto by méla byt hledana pravdépodobnost %
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2. uwvaha: Jelikoz jsme vytahli stfibrnou minci, tak jsme museli tahat z druhé
nebo ze tfeti prihradky. V téchto dvou prihradkach byly tfi st¥ibrné
a jedna zlatd mince. Po vytazeni stf¥ibrné mince nam zustaly dvé
stiibrné a jedna zlata, proto je hledana pravdépodobnost %

Nejdtive si ukédzeme FeSenti, které je uvedeno v [2, s. 122, pt. 2|. Pro feSeni
piikladu si zavedeme nésledujici znadeni: (I, z1) je jev, Ze z prvni zdsuvky
vytdhneme prvni zlatou minci, podobné oznacime dalsi elementarni jevy
(I,29), (I1,2), (I1,s), (I11,s1) a (III,s3), kde prvni ¢islo vidy znadi, ze
které zasuvky bylo tazeno, a s, resp. z, znaci tazeni st¥ibrné, resp. zlaté
mince. Oznac¢ime-li jev ,byla tazena stfibrnd mince“ pismenem S a jev
,v zésuvce zbyla zlatd mince® Fimskou ¢&islici 1T (nebot zlatd mince zbude
jen v pfipadé, ze jsme zvolili druhou zdsuvku), pak

P(SNII) P{(II,9)}) 1

P([I|S) = P(95) - P({(I1,s),(I11,s1),(I1I,s2)}) - 3

Chyba v prvni uvaze, ktera vedla ke Spatnému feseni, byla opomenuti
skutecnosti, ze pravdépodobnost, ze vytdhneme stiibrnou minci z druhé
zasuvky, je dvakrat mensi nez pravdépodobnost, ze ji vytahneme z posledni
zasuvky. Vime-li tedy, ze jsme vytahli stfibrnou minci, je dvakrat veétsi
pravdépodobnost, Ze jsme ji tahali ze treti zasuvky nez ze zasuvky druhé.

Ukazme si grafické FeSeni této ulohy (obr. 2):

Obr. 2 Grafické feseni druhého prikladu

Zde oznacime I, II, resp. I11 jevy, ze byla zvolena prvni, druhd, resp.
tfeti zasuvka, S jev ,byla taZena stfibrna mince“ a Z jev ,byla taZena
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zlatd mince“. Prvni fadek Sipek predstavuje volbu zasuvky a druhy zna-
zoriiuje, jakou minci jsme vytahli. Cervené je zvyraznén jev, Ze byla tazena
stfibrnd mince. Jelikoz je pravdépodobnost jevu I I NS rovna 6, zatimco
pravdepodobnost Jevu III ﬂ S’ je P(I11 ﬂ S) = 3, Je dvakrat pravdepo—

~evs

pravdepodobnost, 7e V zasuvce zbude zlata mince, rovna

PUIINS) _ P(IINS) 1

P(S) P(ITNS)+PIIINS) 3

Porovnani prikladu 1 a p¥ikladu 2

Podivame-li se pozorné na obrazky 1 a 2, vidime, Ze jsou si velmi po-
dobné. Presnéji lisi se pouze v oznadeni jevi. Jevy Ay, As a Az postupné
odpovidaji jevim II, I a II] a jevy By a B3 odpovidaji jevim S a Z.
Lze tedy fici, Ze z jistého thlu pohledu jde o dvé verze stejné tilohy. Pfesto
se Casto stava, ze student vytesi jeden z téchto prikladti dobfe a druhy
Spatné. Lze tedy Tesit prvni priklad stejné jako pfiklad druhy a naopak?
Zatimco pocetni zpusob feSeni prvniho prikladu lze aplikovat i na druhy
piiklad (sta¢i jen prohodit znaceni jevii tak, jak jiz bylo uvedeno), tak
uvedené pocetni FeSeni druhého prikladu na prvni pfiklad aplikovat tak
snadno nelze. Dtiivodem je, Ze pfi pocetnim FeSeni jsme jesté rozliSovali,
zda vytdhneme z prvni zasuvky prvni ¢i druhou zlatou minci a podobné
jsme pracovali i se tfeti zasuvkou, v ramci tohoto FeSeni jsme tedy mince
v zasuvkach rozlisovali. Tézko bychom vsak hledali podobnou interpretaci
v prvni tloze. Tyto rozdily jsou graficky znazornény na obr. 3.

(a) @ @ @
N b b sNG S NG i N\G
olojojojolc

Obr. 3 Grafické porovnani feseni prvni a druhé tlohy
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Posledni tloha, kterou si uvedeme, je klasicka tloha na pouziti Bayesovy
véty, viz napt. [1, s. 29]. Ackoliv se Bayesova véta na mnohych stfednich
gkolach neuci, dokonce ani v nékterych ucéebnicich neni uvedena, viz napf.
[2], jde jen o pfimé aplikovani podminéné pravdépodobnosti, kterd uz do
klasické latky stfednich kol patii, nap¥. v ucebnicich [3, s. 51] a [4, s. 137]
Bayesova véta zminéna je. Proto je zvoleno zadani nasledujici tlohy tak,
aby postupné k Bayesové vété vedlo.

Priklad 3

Uvazujme nemoc, kterou trpi jedno procento populace, a lékarsky test,
ktery v 99 % piipadt odhali nemoc u nemocného jedince, ale v 5 % pripadu
oznaci za nemocného i zdravého jedince.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany testovany jedinec je
nemocny a zaroven je oznacen testem jako nemocny?

b) Jaké je pravdépodobnost, Zze ndhodné vybrany jedinec mé pozitivni
test (je testem oznaden za nemocného)?

¢) M4-1i jedinec pozitivni test, jaka je pravdépodobnost, Ze je skuteéné

nemocny?

Pozn.: Velmi c¢asto je vsak v tloze tohoto typu polozena pouze posledni
otazka c).

Resent: Zavedeme si nasledujici znadeni:
e 7 ... jedinec je zdravy,
e /¢ ... jedinec je nemocny,
e N ... test vySel negativni (jedinec je testem oznacen jako zdravy),

e N¢ ... test vySel pozitivni (jedinec je testem oznacéen jako nemocny).

Ze zadani zname néasledujici pravdépodobnosti:
P(Z) =10,99,

P(Z°)=1- P(Z)=0,01,

P(N¢|Z€) = 0,99,

P(N¢|Z) = 0,05.

a) Ze vzorce pro podminénou pravdépodobnost

P(N°N Z°)

P(NI2%) = =5z
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dostaneme

P(N°N Z¢) = P(N®|Z°)P(Z°) = 0,99 - 0,01 = 0,0099.

b) Rozdélime si jev N¢ na dva disjunktni podjevy N°N Z¢a N°N Z.
Pravdépodobnost prvniho jevu méme jiz vypocitanou v predchozim
bodu, pravdépodobnost druhého Ize vypocitat obdobnym zptisobem,
tedy

P(N°NZ)=P(N¢|Z)P(Z)=0,05-0,99 = 0,0495.
Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany jedinec méa pozitivni test, je

P(N¢)=P(N°NZ°) + P(N°N Z) = 0,0099 + 0,0495 = 0,0594.

¢) Ma-li jedinec pozitivni test, pak pravdépodobnost, Ze je skutecné
nemocny, je

P(N°NZ¢) 0,099 1

P(Z°|N°) = - —_—
(ZFIN) P(N°) 0,0594 6

Poznamenejme, Ze pii dosazeni vyrazii z bodii a) a b) do vyrazu v bodé c)
dostaneme Bayestuv vzorec

P(N®|Z)P(2°)

P(ZEIN") = P(N¢|Z¢)P(Z¢) + P(N¢|Z)P(Z)’

Podobné jako predchozi ulohy se i tato da fesit graficky a toto feseni je
mnohdy pro studenty nazornéjsi.

a) Odpovéd na prvni otdzku vyéteme piimo z obr. 4 (posledni Fadek,
jev vyznaceny modrym obdélnikem), tedy hledand pravdépodobnost
je 0,0099.

b) Pravdépodobnost, Ze je jedinec oznalen testem jako nemocny, do-
staneme souctem pravdépodobnosti jevii, které jsou na obrazku zvy-
raznény Cervené. Tedy

P(N®) = 0,0099 + 0,0495 = 0,0594.
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¢) Je-li jedinec oznaceny jako nemocny, nastal jev, ktery je v obrazku
zvyraznén cCervené. Podjev, kdy je jedinec navic skute¢né nemocny,
je oznacen modrym obdélnikem. Hledana pravdépodobnost je tedy
podilem pravdépodobnosti modre vyznaceného jevu a pravdépodob-
nosti ¢ervené vyznaceného jevu, tedy

P(N°NZ°) 0,099 1

P(N°¢) 00594 6
%

Obr. 4 Grafické feSeni prikladu 3

negativni 0,95-0,99 = 0,9405

test

pozitivni
test

0,99-0,05 = 0,0495

negatinvi
test

0,01-0,01 = 0,0001

0,95
/
0,05
\
0,01
/
0,99
\ pozitivni
test

0,01-0,99 = 0,0099

Poznamenejme, Ze pokud feSime vSechny otazky a), b) i ¢), pak odpo-
véd na posledni otazku je jiz jednoduché a grafické i pocetni feSeni se moc
neligi. Pokud ale dostaneme pouze otazku c) (coz je ¢asty ptipad), pak je
grafické feseni rychlejsi a prehlednéjsi. Navic ndm umoziiuje rychle odpo-
vidat i na dalsi pfipadné otazky, zatimco u pocetniho Feseni tomu tak byt
nemusi. napf. chceme-li znat pravdépodobnost, Ze jedinec oznaceny tes-
tem jako zdravy je skutecné zdravy, tak z obr. 4 lehce vycteme vysledek
0,9405 : (0,9405 + 0,0001) = 0,9998937.

Ukazme si jesté jedno grafické znazornéni tohoto piikladu (obr. 5), které
je sice velmi podobné obr. 4, ale pracuje s pocCty jedinci, a ne s pravdeé-
podobnostmi, proto je pro nékteré studenty jesté nazornéjsi. Budeme uva-
Zovat dostateény pocet jedinct (v nasem piipadé 10000), které budeme
postupné rozdélovat do podskupin tak, aby toto rozdéleni odpovidalo pro-
centim uvedenym v zadani lohy. Mame-li tedy 10 000 jedincti, z nichz 1 %
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je nemocnych, mame 100 nemocnych jedinct z celkového poctu 10 000. Je-
likoz nemocnych jedinct s pozitivnim testem je 99 z celkového poctu 10 000
jedinci, pak hledand pravdépodobnost z bodu a) je 99 : 10000 = 0,0099.
Obdobné dostaneme odpovéd na otdzky b) a c). U otdzky c) si je v8ak
tfeba uvédomit, Ze hleddme podminénou pravdépodobnost, takze nebu-
deme pocet 99 nemocnych jedincd s pozitivnim testem délit celkovym po-
¢tem jedincti, ale pouze poctem vsech jedinct, kteri meéli pozitivni test,
tedy Cislem 99 + 495 = 594, takze hledana pravdépodobnost je 99 : 594.

9405

- negativni test
9900

zdravych
495
10000 / ~~

pozitivni test
1

\ 100 — negativni test

nemocnych

jedincu

NG 99

pozitivni test

Obr. 5 Grafické feseni piikladu 3 s poéty jedinci (barevné oznaceni odpovida
obr. 4)
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