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Kuzelosecky patii k ucivu, se kterym se vétsina studenti setkd v pra-
béhu svého stfedoskolského studia. Prestoze bezesporu patii mezi dilezité
partie matematiky s fadou dilezitych aplikaci, pro studenty mohou pred-
stavovat méalo zajimavou a soucasné i relativné obtiznou kapitolu.

K urc¢itému zatraktivnéni by mohl pfispét nasledujici text, ktery pouka-
zuje na Sirsi souvislosti umoznujici popisovat jednotnym zptisobem mno-
hem $irsi mnozinu kiivek, neZ je samotna elipsa. Radu takovych kfivek je
navic mozné celkem snadno modelovat dostupnymi grafickymi programy,
jako je napt. Geogebra.

Samotny pojem elipsy, ktery zahrnuje mnoho rtznych aplikaci a jejichz
vycet by ovsem byl ,noSenim diivi do lesa“, bude proto pouze vychodiskem
pro zavedeni pojmu superelipsy a superformule.

Laméovy kiivky

Celou rfadu ktivek jako je kruznice, elipsa, ale také ¢tverec ¢i obdélnik lze
vyjadfit jedinou rovnici, jak v roce 1818 ukazal Gabriel Lamé.!) Zajimalo
jej, jak se bude chovat zobecnéné rovnice kruznice a elipsy [1, 2, 3, 4]

x n
e =1 1
’a ’ (1)

kde a,b € RT, v piipadé, ze ménil spise hodnotu exponentu n, nez délky
poloos a, b. Zménami hodnot exponentu n Lamé ziskal Siroké spektrum
kiivek (obr. 1).

1 Gabriel Lamé (1795-1870) byl francouzsky matematik a fyzik. Motivaci Lamého
prace bylo vyuzit Descartovu analytickou geometrii pro popis tvaru krystald, jejich
rozmanitych tvart, plocha a hran, ve kterych s plochy stykaji.
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Obr. 1 Laméovy kiivky pro rizné hodnoty a a n (b = 6)

Pro n = 2 je grafem elipsa (pro a = b kruznice), pokud hodnota n
klesd k 1, pak se kiivka ve vrcholech ,zaSpicatuje (subelipsa, pro a = b
subkruznice), pron = 1 je grafem paralelogram (diamant). V pfipadg, Ze je
hodnota n mensi nez 1, pak maji strany kiivky konkdvni tvar (pron = 2/3
je kfivkou asteroida), pro n = 0 prechazi k¥ivka do kiize splyvajiciho
s osami.”)

Pro n > 2 se strany kiivky ,zplostuji“ (superelipsa, pro a = b super-
kruznice) a kiivka se tvarem pfiblizuje obdélniku (obdélnikem se stavé
limitnim pfechodem n — oo, obr. 2) [8]. V ¢ldnku budeme dale pro La-
méovy kiivky pouzivat oznaceni superelipsa, které navrhl P. Hein.?) Hein
pouzil superelipsu v architektufe, navrzich nabytku, Sperkt, pfi vyrobé
keramiky [7]. V 60. letech 20. stoleti byla pomérné populdrni jim navrzend

2)Kfivky lze velmi snadno generovat v rtznych grafickjch programech, napf. Geo-
gebra apod. Zde uvedené obrazky byly vytvorené programy SAS/STAT (SAS Insti-
tut) a Graph (https://www.stahuj.cz/), napf. na strdnce http://nb.procato.com/
superellipse/ lze nalézt program online vykreslujici superelipsy vzhledem k zadanym
parametram a urcujici obvod a obsah krivky.

3)Pro subelipsu a superelipsu se v literatuie objevuje rovnéz oznaceni hypoelipsa,
resp. hyperelipsa. Piet Hein (1905-1996) byl ddnsky matematik a literat. Superelipsou
oznadil kiivku s hodnotou n = 5/2 a pomérem délek poloos a/b = 6/5, kterou navrhl pro
kruhovy objezd na obdélnikové namésti Sergels Torg ve Stockholmu. Tvar superelipsy
byl v architektufe pouzit opakované i pozdéji (napf. Aztécky stadion v Mexico City).
Kanadsky architekt Gerald Robinson navrhl pro nakupni centrum v Peterborough v On-
tariu supereliptické garaze (a/b=9/7, n =e).

Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020 55


https://www.stahuj.cz/
http://nb.procato.com/superellipse/
http://nb.procato.com/superellipse/

hracka majici tvar superelipsoidu, ktery vznika rotaci superelipsy o rovnici

DO

kolem osy x, kde a/b = 4/3 [6]."

Obr. 2 Laméovy kiivky pro vyssi hodnoty exponentu n (b = 6)

Superelipsa neni pouh4 matematické kuriozita, nebot postupné nalezla
zajimavé pouziti v nékterych oblastech aplikované matematiky. Skutec-
nosti, v minulosti ovSem Casto opomijenou jsou pfi¢né prifezy kmeny
stromtl, jejichz tvar je jen ziidka kruhovy. Vyzkumnici zabyvajicich se stu-
diem tvaru pficnych priafezt kmeny stromt, pfirtistem dievni hmoty apod.
tak nahrazuji ve svych modelech kruhovy tvar priafezu tvary eliptickymi,
¢i dokonce supereliptickymi.

4)P. Hein navrhl pro superelipsoid nazev superegg.
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Modelovani superelipsy

Pii modelovani superelipsy v Geogebfe je mozné pro jeji konstrukci
pfimo vyuzit implicitni rovnici (1). Pro kazdou étvrtinu grafu zapiSeme

samostatnou rovnici oan -
i7> (if> -1 2
( a + b (2)

kde koeficienty a, b a exponent n zaddme pomoci posuvniki. Na obr. 3
si miZzeme povSimnout, jak zavisi tvar kfivky na sudé a liché hodnoté
exponentu n.

-4
Laméovy kiivky pro sudé exponenty (Geogebra)

4

3

— e .

Laméovy kfivky pro liché exponenty (Geogebra)
Obr. 3
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V Gvodu bylo zminéno pouziti superelipsy pfi modelovani tvarta stromo-
vych letokruht. My zde jako ptiklad uvedeme moznost vyuzit superelipsu
k modelovani tvaru pti¢nych prirezti dlouhych kosti suchozemskych obrat-
lovcil. Pfi¢né priufezy paznich a stehennich kosti jsou obvykle protazené ve
smeéru osy pohybu zvifete a jejich tvar zhruba odpovida elipse. Z obr. 4 je
ziejmé, ze skutecny tvar prufezu se vSak od elipsy vice ¢i méné odchyluje.
Zakriveni okraje budeme déle posuzovat pouzitim superelipsy, pro kterou
se pokusime urcit vhodnou hodnotu exponentu n. Jednoduché superelipsa
(obr. 5 vlevo) jako osové soumérnd kiivka neproklada dostateéné spolehlivé
body v nepravidelnych ¢astech okraje fezu kosti, lepsi volbou je pouziti

Obr. 4 Pfi¢né fezy stfedem holenni (vlevo) a pazni kosti jelena lesniho (vpravo)

Obr. 5 Model jednoduché superelipsy (vlevo, n = 2,07), model sklddané super-
elipsy (vpravo, exponenty fazeny po kvadrantech, n = 2,83; n = 1,85; n = 1,97;
n = 1,73) k pFiénému Fezu pazni kosti jelena lesniho (obr. 4 vpravo)
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Vyuziti takto provedeného odhadu tvaru prufezu mize napf. vyrazné
zpresnit vypocet plochy pri¢ného fezu, ktery se uplatnuje pfi posuzovani
napéti ovliviiujiciho odolnost kosti proti ohnuti nebo zlomeni.”) Dluzno
dodat, ze nékteré dlouhé kosti maji prifez natolik nepravidelny, ze jej
model sklddané superelipsy nezachyti s dostatecnou pfesnosti (obr. 6).

Obr. 6 Prufez vietenni kosti modelovany sklddanou superelipsou (jelen, prase)

Obdobné je mozné zaznamenat pritomnost supereliptickych tvarta v fadé
dalsich pfirodnich i uméle vyrobenych objektech (viz vyse). Z pfirodnich za
zminku kromé jiz vysSe uvedenych stoji dale napi. prifezy kmeny bambust
(pFicné 1 podélné) ¢ stonky rostlin [2, 3]. Zejména v p¥ipadé zminénych
stonkd supereliptické usporadani pfrindsi vétsi stabilitu a odolnost proti
pfipadnému ohnuti ¢ zlomeni (podobné jako u kosti).

5) Optimalizace tvaru byla feSena pouzitim nelinearni regrese metodou ditvéryhodné
oblasti (TRM) s vyuzitim softwaru SAS/STAT (SAS Institut). Oficialni stranky spoleé-
nosti SAS: https://www.sas.com/cs_cz/home.html. Software 1ze pro vyzkumné a stu-
dijni Gcely pouzivat bezplatné, ke stazeni zde: https://www.sas.com/cs_cz/software/
university-edition/download-software.html#windows. Na strankach spoleCnosti je
uveden podrobny postup instalace softwaru. Reseni fady problémii softwarem SAS
1ze nalézt napf¥. na https://blogs.sas.com/content/iml/. Vypocet plochy superelipsy
neni zcela trividlni zalezitosti, vyzaduje pouziti tzv. gamma funkce (I")

2
§ = aapTAA/M)”
r(1+2/n)

K tabelovani hodnot gama funkce pii vypocétu plochy lze nap¥. pouzit funkci GA-
MMA v programu Excel (statistické funkce). Vice o vlastnostech gama funkce napt. na
https://cs.wikipedia.org/wiki/Gama_funkce.
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Superformule

Omezena symetrie superelipsy ovSem neni pfilis vhodna pro modelovani
néné prurezy nékterymi dlouhymi kostmi, ale také stonky a listy rostlin
apod., které se vyrazné odlisuji od eliptickych tvard nebo objekty, které
jsou tvorené nékolika zhruba identickymi ¢astmi, tj. projevujici urcitou
miru rotaéni symetrie. Pfitom zejména u rostlin (a v uréité mife i zi-
voéichil) mtZzeme takové symetrie jejich télnich ¢4sti bézné zaznamenat.
Takto mtZeme popsat pravidelné (paprscité soumérné) kvéty (napf. ka-
kost, mochna), dlanité slozené (napf. jetel, vl¢i bob, jirovec, jahodnik)
nebo zpefené (napf. jasan) listy, semena (olSe) ¢i plody fady rostlinnych
druht.

Zajimavy zpusob zavedeni rotacni symetrie do rovnice superelipsy po-
psal Johan Gielis [2]-[4], ktery tak navézal na praci G. Lamého. Implicitni
tvar rovnice (1) ovSem neni vhodnym nastrojem, mnohem lepsich vysledkt
dosdhneme pouZitim polarnich soutadnic (p,8). Do rovnice (1) postupné
zavedeme substituci

x = p(0) cos b, y = p(f)sinb, (3)

tedy

n

=1
po dalsich tpravach pak

o6 = ( ) | @

kde pro a # b ziskdme polarni rovnici superelipsy, pro a = b pak polarni
rovnici superkruznice.

Pokud dale odlisime v polarni rovnici superkruznice (¢ = b = 1) hod-
noty jednotlivych exponenti, pak

b

’ p(0) cos @ ’" N ‘ p(0)sin
a

sin 0

b

cos

a

‘ n

pl6) = (|cos 6] + [sin6]") 71 , (5)

kde nq € R\ {O}, n2 3 € R.

Prong = nz anzs < 2 jsou jednotlivé tvary vepsany do kruznice (obr. 7,
vlevo), pro m2 3 > 2 naopak kruznici opsany (obr. 7, vpravo). Parametr
1/ny plsobi jako jakasi ,tahovd“ ¢ ,tlakova sila“ na jednotlivé strany,
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zatimco ,kotevni body* kiivek (0°, 90°, 180°, 270°) jsou pevné fixoviny
ke kruznici (obr. 7).

ng3 < 2 Ng,3 > 2

Obr. 7 Kfivky ziskané z rovnice (5) pro nz = ng, n1 >0

Jestlize do argumenti obou goniometrickych funkci navic vlozime pa-
rametr m/4 (m € R), pak ziskdme rovnici
1
ns _E
)

o0 = (Lo (30)[ "+ (2

kterd umoziiuje detailnéjsi vyjadreni symetrie (obr. 8, 9) nez v piipadé
superelipsy, kterd je omezena na ¢tyfi zdkladni kvadranty.®) Z obr. 8, 9 je
zfejmé, Ze hodnota parametru m urcuje pocet zachovavajicich se ,kotev-
nich bodi* a dovoluje rozdélit rovinu do libovolného poctu sektort. Takto
zobecnéna rovnice superelipsy byla Johanem Gielisem oznacena jako su-
performule.”)

Rota¢ni symetrie vyplyvajici z pouziti parametru m/4 definuje poly-
gony (vepsané subpolygony, obr. 8, popf. opsané superpolygony, obr. 9),
jejichz vrcholy jsou fixované k zakladni kruznici, v rozich jsou polygony
zaspicatélé nebo naopak zplostélé, strany polygont jsou piimé, konvexni
nebo konkavni.*

n2

6)Hodnota koeficientu m mtize byt pro goniometrické funkce rtizné, tj. mi # ma.

7) Johan Gielis (1962) je belgicky botanik a matematik. V anglicky psané literatufe je
superformule oznacovana jako Superformula, Gielis Formula nebo Gielis Superformula.

8) Uvazenim Gielisovy transformace lze pojem mnohothelniku chapat obecngji. Pokud
pocet kotevnich bodl sub- a superpolygonti ztotoznime s poétem vnitinich ahli, pak lze
dodateéné zavést pojmy nulathelnik (zerogon), jednotihelnik (monogon) a dvojihelnik
(diagon). Na druhou stranu vzhledem k tomu, Ze podle obecného vzorce pro vypocet
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Obr. 8 Kiivky (subpolygony) ziskané z rovnice (6) pro a = b = 1 a ruzné
hodnoty parametru symetrie m (m = 1,2,5,8), n23 < 2, n1 > 0 (upraveno
podle [3])

Obr. 9 Krivky (superpolygony) ziskané z rovnice (6) pro a = b =1 a pro rtzné
hodnoty parametru symetrie m (m =1,2,5,8), na3 > 2,n1 >0

Jestlize je hodnota ¢isla m zlomkova (m = p/q), pak se tvar neuzavira
po jedné otdéce, nybrz po ¢ rotacich. Tak napf. pro m = 8/3 se tvar
uzavira po tiech rotacich (6n). Gielis [3] oznadil takto vznikajici tvary jako
superpolygramy (obr. 10). Na obr. 11 pfiklady p¥irodnin odpovidajicich
k¥ivkdm uréenym rovnici (6).

m=3/2 m=38/3 m=23/2 m=>5/2

Obr. 10 Kfivky (superpolygramy) pro racionalni hodnoty parametru symetrie

m (n1,2,3 = 1)

(a=b=1) (a=4,b=1)

plochy pravidelného polygonu S = mr2 tg(mw/m), pro uvedené polygony nelze stanovit
velikost jejich plochy, nebudeme je z pohledu bézné geometrie za polygony povazovat.
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Obr. 11 Pfirodni modely polygont a polygrami (cibule, netfesk)

Transformace rovinnych kiivek

Jak bylo ukdzano vyse, superrovnice umoznuje transformovat elipsu do
mnoziny sub- a superelips. Pouzitim superrovnice lze déle libovolnou klad-
nou realnou funkei uréenou polarni rovnici f() transformovat do polarni

rovnice (tzv. Gielisova transformace) [3]
1
1 ANE
+ 'Esin (%9) ) : (7)

ktera zavadi rotaéni symetrii funkce f(6). Vhodnymi kandiddty pro zmi-

néné transformace jsou zejména trigonometrické funkce a spiraly.
Protoze se v dalsi ¢asti zamérime zejména na modelovani tvari kvéta a

listt rostlin, vyjdeme z polarni rovnice kiivky oznacované jako Grandiho

rizice (rhodonea)”)

na

p(0) = 10) (| o5 ()

f(0) = cos(md). (8)

Obr. 12 Modely Grandiho razice

9)Ktivku objevil mezi lety 1723 az 1728 italsky matematik Guido Grandi (1671-1742).
V anglicky psané literature je kfivka oznacovana jako Rose curve, Rhodonea curve,
Grandi curve. Alternativné lze pro vyjadreni kiivky pouzit rovnici f(0) = sin(m#).
Vice o vlastnostech kfivky napf. http://mathworld.wolfram.com/Rose.html.
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Tato kiivka vytvari v roviné mnozinu tvari tvofenych shodnymi ¢astmi,
jejichz pocet zavisi na hodnoté parametru m. Kfivku pro liché m tvori m
wokvétnich listk@i“ a 2m ,okvétnich listki“ pro sudé m (obr. 12).'%)

Modelovani tvaru kvétua

Jak korunni ¢ okvétni platky rostlin (obr. 16), tak listy rostlin obvykle
nejsou jednoduse tvarové srovnatelné s modely Grandiho riZice (obr. 12).
Pouziti Gielisovy transformace nalezenim odpovidajicich hodnot parame-
tri umoznuje modelovat razné slozité tvary vyjadrujici jak urcity stupen
rotaéni symetrie, tak rozmanity tvar a velikost jednotlivych listki.

Pokud na rovnici Grandiho ruzice aplikujeme Gielisovu transformaci,
pak ziskdme rovnici [2, 3]

PN
)" o

g ( écos (%9) + ’2 sin (%9)

V dtsledku pouziti absolutni hodnoty kfivku tvoii m okvétnich listkt pro
liché i sudé m (obr. 13), hodnota exponentu ny € R\ {0} ovliviiuje jejich
tvar (obr. 14).

SAS program (SAS/STAT) modelujici Grandiho k¥ivky (rhodonea) zn4-
zornéné na obr. 13—-15 je tento:

n
m 2

p(0) = ‘cos (59>

data Rhodonea;
n =1
do m 2 to 6 by 1;

do theta = 0 to 2*constant("pi") by 0.01;
r = cos(m*xtheta);

X rxcos (theta);

y = rxsin(theta);

output;

end;

end;

run;

ods graphics / width=800px height=400px;

proc sgpanel data=Rhodonea aspect=1 noautolegend;
styleattrs datacontrastcolors=(crimson green);
panelby m n/ layout=lattice onepanel;

10V anglicky psané literatuie jsou ,okvétni listky* oznadovany jako petala.
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refline 0 / axis=x transparency=0.5;
refline 0 / axis=y transparency=0.5;
series X=X y=V;

colaxis display=none;

rowaxis display=none;

run;

Obr. 13 Gielisovy transformace Grandiho rizice (n1 = nz = n3z = 1, ny = 2,
a=b=1)

Obr. 14 Gielisovy transformace Grandiho rizice (n1 =na=ns =1, a=b=1)

Na obr. 15 zaznamendme postupnou zménu tvaru ,superkvéta“ s ros-
touci hodnotou exponentt ny, ng, ng (pro zjednoduseni voleno n = n; =
= Ng = ng).

Obr. 15 Gielisovy transformace Grandiho rtzice (m = 5, n1 = nz = ng = n,
ng=2a=>b=1)
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Priklada dokladajicich pfitomnost tvart odpovidajicich transformacim
Grandiho rtzice existuje nespocet (obr. 16). Fascinujici na této zalezitosti
je vsak zejména relativni jednoduchost rovnice, ktera jednotlivé tvary vy-
tvari a omezeny pocet parametri, jejichz hodnoty popisovany ¢i hledany
tvar urcuji.

Obr. 16 Piirozené variace pétietné Grandiho ruzice (zleva: brutndk, dyné,
zvonek, kakost)

Modelovani superformule v Geogebie

Vypocet presnych hodnot parametri superformule modelujici konkrétni
tvary kvéti ¢i listd rostlin by vyzadoval pouziti metod, které svou slozitosti
presahuji zamér ¢lanku, my si mtzeme alesponi vyzkouset odhad parametr
modelovanim v Geogebfe.

Model vytvofime pomoci polarni rovnice (9), kde parametry modelu
m, a, b, n1, na, ng, ng budou predstavoviany posuvniky. Model je dale
nutné transformovat do kartézskych souradnic, z matematickych funkci
tedy zvolime polozku:

Krivka (<Vyraz>, <Vyraz>, <Parametr proménné>,
<Pocéte¢ni hodnota>, <Koncova hodnota>),

do které vlozime vyrazy (p(t) * cos(t), p(t) = sin(t)), parametr proménné
(t), pocétecni (0) a koncovou hodnotu (2pi). V piipadé potfeby je mozné
do vyraztu doplnit dalsi parametr

p(t) * cos(t + ), p(t) * sin(t + a),

kde a € R je parametr umoziujici rotaci modelu kolem stfedu.
Na obr. 17 a 18 jsou pfiklady modeld jednoduchych kvétt a listd zob-
razenych v Geogebfe.
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Obr. 18 Listy a jejich modely v Geogebie (3tavel'®), kopytnik'®))

Rovnici (7) 1ze modifikovat mnoha zptisoby a dosdhnout tak pozadova-
ného tvaru. Nabizi se napft.:

e Pouziti racionalni hodnoty parametru m nebo rozliseni hodnoty para-
metru my # msg v argumentech trigonometrickych funkei (napf. roZec,
obr. 19)

n2

%cos (%0) "3)_7111 . (10)

e Doplnénim parametru § do argumentu trigonometrickych funkei (napf.
tabék, obr. 19)

+ 'gsm (2)

n2 n3\ —

p(6) = 106) (|1 cos (5 0+ 61)

+ ‘%sin (%(6 + 52))

11) Pouzité parametry rovnice (9): m =5, ng = n3 = 2,5, n1 =20, ng =50.

12) Pouzité parametry rovnice (9): m =5, ng =0, n3 = 2, ny = —4, ng = 4,5.
13)Pouzité parametry rovnice (9): m=3,n2 =n3=0,5,n1 =—5,n4 =3.
14) Pouzité parametry rovnice (9): m =1, ng =1, ng = —0,2, n1 = 16, nqa = 2,5.
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\ : -C
Obr. 19 Modely kvéta v Geogebte (roiecls), tabékm))

Zavér

Clanek poukazal na méné znamou oblast matematiky tykajici se zobec-
néného pojmu elipsy, ktery byl zaveden jiz na pocatku 19. stoleti a ktery
by patrné zistal déle nepovsimnut nebyt prispéni ddnského matematika
a vynalezce Pieta Heina a belgického botanika Johana Gielise. Pfestoze
zejména Gielisova prace je pomérné nedavného data, nasla jak v matema-
tice samotné (napf. numerické metody FeSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic, 3D modely), tak mimo matematiku jiz fadu zajimavych uplatnéni,
z nichz nékterd byla v ¢lanku zminéna a dalsi se postupné objevuji (napf.
modely v bunécéné biologii, vypocty trajektorii ¢astic ve fyzice kapalin a
dalsi [10]). Dodejme rovnéz, 7Ze teoreticky vyzkum vlastnosti Gielisovy su-
performule je prilezitosti pro zajemce o geometrii kfivek a matematiku
obecné.

Ukonceme toto stru¢né pojednani citdtem jednoho z nejvétsich mysli-
telt pocatku novovéku Galilea Galileiho: ,,Ve velké knize prirody muze ¢ist
jen ten, kdo zna jazyk, v némz je napsana a timto jazykem je matematika®
[11].
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Nejlevnéjsi vareni
(Ulohy z MO kategorie P, 39. ¢4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dalsim pokracovani dlouhodobého seridlu ¢lanki o tlohach z Matema-
tické olympiddy kategorie P (programovani) vdm predstavime tilohu z kraj-
ského kola predloiiského 67. roéniku MO (8kolni rok 2017/18). Uloha na
prvni pohled pojednava o tom, jak nejlépe zkombinovat kucharské recepty,
abychom ziskali co nejlevnéji pozadované jidlo. Pfi jeji hlubsi analyze ale
zjistime, Ze se vlastné jedna o grafovy problém a pii jeho feSeni skutecné
pouZzijeme modifikace obecné zndmych algoritmi na hledani nejkratsi cesty
v grafu. Jako obvykle se nejprve sezndmime s presnym zadanim.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
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