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Nejlevnéjsi vareni
(Ulohy z MO kategorie P, 39. ¢4st)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dalsim pokracovani dlouhodobého seridlu ¢lanki o tlohach z Matema-
tické olympiddy kategorie P (programovani) vdm predstavime tilohu z kraj-
ského kola predloiiského 67. roéniku MO (8kolni rok 2017/18). Uloha na
prvni pohled pojednava o tom, jak nejlépe zkombinovat kucharské recepty,
abychom ziskali co nejlevnéji pozadované jidlo. Pfi jeji hlubsi analyze ale
zjistime, Ze se vlastné jedna o grafovy problém a pii jeho feSeni skutecné
pouZzijeme modifikace obecné zndmych algoritmi na hledani nejkratsi cesty
v grafu. Jako obvykle se nejprve sezndmime s presnym zadanim.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020 69


https://blogs.sas.com/content/iml/2015/06/11/spiral-of-splatter.html
https://blogs.sas.com/content/iml/2015/06/11/spiral-of-splatter.html

Honza se rozhodl, Ze si uvaii vecefi. Jeho kuchaiské schopnosti jsou
ale zna¢né omezené. Zvlada pouzivat jen velmi jednoduché recepty, podle
nichz ze dvou jidel vznikne néjaké tfeti. Navic nemé moc penéz, a tak by
byl rad, kdyby ho celé vareni stdlo co nejméné.

Soutézni tiloha

Existuje n druhu jidla. Pro potfeby této tlohy si je o¢islujeme od 1 do n.
Honza chce pfipravit jednu porci jidla ¢islo 1. Kazdé jidlo lze pfimo koupit
v obchodé. Jedna porce jidla ¢islo ¢ ma v obchodé cenu ¢;. Od kazdého
druhu jidla je mozné koupit libovolny pocet porci.

Honza mé kucharskou knihu, kterd obsahuje r jednoduchych recepti.
Kazdy z receptti mé nasledujici tvar: ,,Z jedné porce jidla s; a jedné porce
jidla t; pfipravis jednu porci jidla u;.“

Napiste program, ktery spocita, za jakou nejnizsi cenu lze ziskat jednu
porci jidla ¢islo 1.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou ¢isla n a r: pocet druht jidla a pocet
recepti. Na druhém fadku je n kladnych celych ¢isel ¢y, ..., c¢,: obchodni
cena jedné porce pro kazdé jidlo. Zbytek vstupu tvori r radku, z nichz
kazdy ma tvar s;, t;, u; a popisuje jeden recept.

Program vypise jedno ¢islo: nejmensi dosazitelnou cenu jedné porce jidla
¢islo 1.

Omezeni a hodnoceni

Za libovolné spravné feseni ziskate alespon 4 body. Za libovolné spravné
feSeni, jehoz ¢asova slozitost je polynomialni vzhledem k n a r, které ob-
sahuje také korektni dikaz spravnosti, ziskate alespon 7 bodu.

Vzorové feseni vyresi efektivné libovolny vstup, pro ktery plati 1 < n <
<100000, 0 < <100 000.

Priklady
Vstup: Vystup:
5 3 22

47 1 10 20 4700

SO RN
ORIt
3, TN
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Kdyby Honza pfimo koupil jednu porci jidla ¢islo 1, stalo by ho to 47.
Existuji ale levnéjsi postupy. Nejlepsi z nich vypada takto: Za 1+1+410+410
koupi Honza dvé porce jidla 2 a dvé porce jidla 3. Potom z jedné dvojice
jidel 2 a 3 uvafi jidlo 4 a z druhé dvojice uvaii jidlo 5. Na zavér z jedné
porce jidla 4 a jedné porce jidla 5 uvaii pozadované jidlo 1.

Vstup: Vystup:
4 3 80
1000 1000 1000 10

2 21

332

4 4 3

Tentokrat je nejlepsi jednu porci jidla ¢islo 1 postupné uvarit z osmi porci
jidla ¢islo 4.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ackoliv to neni na prvni pohled tplné ziejmé, k feSeni tlohy lze vyuzit
postupy piimo inspirované standardnimi grafovymi algoritmy na hledani
nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu. Postupné si ukazeme tii rizné po-
stupy, které se lisi svou ¢asovou efektivitou.

Zacneme Uplné primitivnim fesenim, kterym je zkouSeni vSech moz-
nosti. Pokud bychom uz znali optimélni cenu jedné porce kazdého jidla a
vSechna jidla bychom si podle této ceny uspoiadali vzestupné, pak k pti-
pravé kazdého jidla budeme jisté pouzivat pouze jidla umisténa pred nim,
tzn. jidla s nizsi cenou. V takovém pripadé by byl vypocet jednoduchy —
prochéazeli bychom jidla v poradi zleva doprava a rovnou bychom podi-
tali jejich vysledné ceny. Optimalni cenou kazdého jidla je bud jeho kupni
cena, nebo je to cena ziskana podle nékterého receptu, v némz jiz zname
optimélni ceny obou vstupt.

Jediny problém tohoto feSeni spociva v tom, ze spravné poradi jidel
neznédme. Muzeme ale vyzkouset vSech n! riznych pofadi a pro kazdé z nich
pouzit vyse uvedeny postup. Mezi vSemi zpiisoby usporadani jidel je jisté
i ten spravny (nemusi byt jediny), pro ktery dostaneme optimélni cenu
jidla ¢islo 1. Vysledkem tlohy je tedy nejnizsi cena jidla ¢islo 1 ze vSech
moznosti, které ziskame pro jednotliva poradi jidel.

Popsané feseni je sice zarucené spravné, ale velmi neefektivni. Zkusime
proto nalézt jiny postup s polynomialni ¢asovou slozitosti. Inspiraci pro
nas bude Bellmantiv—Forddv algoritmus na urceni délky nejkratsi cesty
v hranové ohodnoceném grafu ze zadaného startovniho vrcholu do vSech

Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020 71



ostatnich vrchol grafu. Pfipomeneme si nejprve ve struc¢nosti a bez da-
kazu spravnosti, jak tento algoritmus funguje. Pro kazdy vrchol v podi-
tame hodnotu h, predstavujici délku dosud nejkratsi nalezené cesty ze
startovniho vrcholu do vrcholu v. Na zac¢atku vypoctu mé startovni vrchol
hodnotu 0 a vSechny ostatni vrcholy hodnotu co (nekone¢no). Hodnoty
vrcholi budeme opakované prepocitavat a zlepSovat, tzn. snizovat, dokud
to pijde. V kazdém kroku vypocétu projdeme vSechny hrany grafu (v li-
bovolném pofadi) a pro kazdou hranu (u,v) se pokusime zlepsit hodnotu
h, tim, ze bychom §li do vrcholu v z vrcholu u touto hranou. Pokud bude
platit h, + |(w, v)| < hy, hodnotu h, pat¥iéné snizime. Vypocet ukonéime
ve chvili, kdyz uz se v nékterém kroku vypoctu hodnota zadného vrcholu
nezméni. V grafu bez zapornych cykli k tomu dojde nejpozdéji po n — 1
krocich, kde n je pocet vrcholi grafu. Pokud se i v n-tém kroku vypo-
¢tu néktera hodnota vrcholu snizi, v grafu jisté existuje zaporny cyklus a
uloha hledéni nejkratsi cesty v takovém piipadé nemé smysl. Casova sloZi-
tost popsaného algoritmu je O(n-m), kde n je pocet vrchold a m je pocet
hran grafu.

Pii feseni nasi tlohy o vafeni budeme postupovat obdobné. Jidla zde
odpovidaji vrcholim grafu a jejich hodnotou bude nejlepsi cena, za jakou
jidlo zatim dokézeme ziskat. Pocatecni hodnotu kazdého jidla nastavime
na jeho kupni cenu. V nasledujicich krocich vypoc¢tu budeme opakované
prochézet seznam vsSech recept a pro kazdy z nich vzdy zkontrolujeme,
zda pomoci ného miizeme zlep$it (tzn. snizit) hodnotu toho jidla, které
se receptem vytvaFi. Pro recept (st u) se tedy ptame, zda hs + hy < hy,.
Pokud ano, hodnotu h, snizime na hg + h;. Vypocet ukoncime, kdyz se
v nékterém kroku vypoctu hodnota zadného jidla nezméni. K tomu dojde
nejpozdéji po n — 1 krocich.

Ukazeme, pro¢ popsany algoritmus skutecné funguje, a ze po n — 1 kro-
cich udavaji hodnoty vSech jidel optiméalni cenu, za jakou lze tato jidla
ziskat. Predstavme si opét, Ze mame vSechna jidla sefazena podle jejich
optimalni ceny. Hodnoty jidel jsou na pocatku rovny jejich kupnim ce-
nam. Hodnota prvniho, tzn. nejlevnéjsiho jidla se hned na zacatku vypo-
¢tu rovnd jeho optiméalni cené, nebot nejlevnéjsi jidlo se nikdy nevyplati
vafit podle receptu z drazsich surovin. Pfi kazdém prichodu vSemi recepty
ziskdme optimalni cenu alespon jednoho dalsiho jidla v nasem poradi. Zdu-
vodnéni je podobné, jako v prvnim uvedeném feseni tilohy. P¥i priichodu
vSemi recepty vyzkousime mimo jiné také vSechny zptsoby, jak lze toto
jidlo uvarit z jidel, ktera jsou levnéjsi a pro kterd uz zname optimalni
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cenu. Po n — 1 prichodech vSemi recepty proto budeme znat optiméalni
ceny vsech jidel.

Pro néktera vstupni data mtzeme ziskat optimalni cenu vice jidel pri
jednom priichodu seznamem receptt. Vysledné ceny vsech jidel v takovém
pfipadé dostaneme dokonce po méné nez n — 1 krocich vypoctu. Vypocet
Ize tedy v nékterych pripadech urychlit tim, Ze nebudeme vzdy provadét
plnych n — 1 pruchodi seznamem receptt, ale skon¢ime ve chvili, kdyz
se pri nékterém prichodu hodnota zadného jidla nezméni. Zjevné by se
totiz zadna hodnota nezménila ani v pripadé, ze bychom dalsi prichody
provadéli.

Popsany algoritmus mé ¢asovou slozitost v nejhor§im ptipadé O(n - r),
kde n je pocet jidel a r je pocet receptt. Provadi totiz nejvyse n — 1 kroku
vypoétu a kazdy z nich m4 slozitost O(r) odpovidajici prichodu seznamem
vSech r recept.

Varenil; {Bellman-Ford}

const MaxN = 100000; MaxR = 100000;

var N, R: integer; {pocet jidel a receptu}
H: array[l..MaxN] of integer; {hodnoty jidel}
S: array[l..MaxR, 1..3] of integer; {recepty}

i: integer;
Zmena: boolean;

begin
readln (N, R);
for i := 1 to N do read(H[i]);
for i := 1 to R do read(S[i,1], S[i,2], S[i,3]);
Zmena := true;
while Zmena do
begin
Zmena := false;
for i := 1 to R do
if H[S[i,1]] + H[S[i,2]] < H[S[i,3]] then
begin
H[S[i,3]] := H[S[i,1]] + H[S[i,2]];
Zmena := true
end;
end ;
writeln (H[1])
end.
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Vyse uvedené Teseni ma jiz sice polynomialni ¢asovou slozitost, ale je
stale jesté dost pomalé. Duivodem je skutecnost, ze v kazdém kroku vy-
poctu zbytecné prochazime tplné vSechny recepty, ackoliv mnohé z nich
nam v tu chvili nijak nepomohou: u nékterych receptit dosud nezname
optimalni ceny vstupt, jiné recepty jsme zase jiz s aktualnimi hodnotami
vstupt pouzili v nékterém z predchozich krokt. Algoritmus proto upra-
vime tak, abychom v kazdém kroku pouzili pouze ty recepty, které nam
mohou pfinést néjaky uzitek, a pfitom abychom nadéle v kazdém kroku
ziskali optimalni cenu jednoho dalsiho jidla.

Upraveny algoritmus je zalozen na podobné myslence, jako Dijkstrav
algoritmus na urceni délky nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu. Velmi
stru¢né si opét pfipomeneme, jak Dijkstrav algoritmus pracuje a ¢im se
lisi od Bellmanova—Fordova algoritmu. Zacatek je u obou téchto algoritmu
stejny: pro kazdy uzel grafu v budeme pocitat hodnotu h, udéavajici délku
dosud nejkratsi nalezené cesty ze startovniho vrcholu do vrcholu v. Stejné
je rovnéz inicializace téchto hodnot — startovni vrchol mé pocate¢ni hod-
notu 0 a vSechny ostatni vrcholy hodnotu co (nekoneéno). Také nyni bu-
deme hodnoty h, opakované prepocitavat a zlepsovat. V Dijkstrové algo-
ritmu ovSem budeme navic rozliSovat, kterd hodnota h, je docasna (tzn.
mozné ji v budoucnu jesté snizime) a kterd uz je trvald (je uz zarucené
rovna nejkratsi vzdalenosti ze startovniho vrcholu do vrcholu v). Na za-
¢atku vypoctu oznaCime vsechny hodnoty jako docasné. Docasna hod-
nota h, bude vzdy urcovat délku nejkratsi cesty ze startovniho vrcholu
do vrcholu v, pokud jdeme pouze pres ty vrcholy, které jiz maji trvalou
hodnotu.

V kazdém kroku vypoctu najdeme vrchol u s nejmensi doc¢asnou hodno-
tou a jeho hodnotu prohldsime za trvalou. Pro kazdou hranu (u, v) vedouci
z vrcholu 4 do docasného vrcholu v se potom pokusime zlepsit hodnotu h,,
tim, ze bychom §li do vrcholu v z vrcholu u touto hranou. Pokud bude platit
b + |(u,v)| < hy, hodnotu h, patfiéné snizime. Jak sami vidite, pfepoci-
tavani hodnot vrcholt se provadi v obou algoritmech shodnym zpiisobem,
lis1 se pouze poradi, v jakém tyto hodnoty prepocitavame. V Dijkstroveé
algoritmu se téchto vypoctt provadi podstatné méné. Podminkou jeho
fungovéani ovSem je, aby ohodnoceni v8ech hran grafu bylo nezdporné (coz
zpravidla byva). V kazdém kroku vypoctu se jedna hodnota h, stane trva-
lou, takze po n krocich vypoc¢tu budou vSechny trvalé, tzn. budeme znat
nejkratsi vzdalenosti ze startovniho do vSech ostatnich vrcholi grafu.

Casové slozitost zavisi na zptisobu uloZeni grafu a na konkrétni im-
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plementaci algoritmu. V pfipadé jednoduchého ulozeni hodnot h, v poli
dostavame ¢asovou slozitost O(n? + m) ¢li O(n?), nebot pocet hran m je
jisté mensi nez n?. Pouziti haldy pro uloZeni poé¢itanych do¢asnjch hodnot
vede k ¢asové slozitosti O(n - logn + m - logn), coz je lepsi vysledek pro
grafy s velkym poc¢tem vrcholu a relativné malym poc¢tem hran. Podrob-
néjsi popis obou algoritmti na urceni nejkratsi vzdalenosti v grafu véetné
ditkazu jejich spravnosti a odvozeni ¢asové slozitosti najdete v kazdé pub-
likaci o teorii grafi.

My se nyni ale vratime zpét k nasi pivodni tloze o vafeni. Podobné
jako v predchozim feseni budeme postupné pocitat hodnoty vSech jidel.
Na zacatku vypoctu dokazeme kazdé jidlo poridit za jeho kupni cenu —
to tedy budou pocatecni hodnoty vsech jidel. Vsechny si oznac¢ime jako
docasné, nebot mozné je jesté zlepsime. Stejné jako v Dijsktrové algoritmu
bude vypocet probihat v n krocich, pficemz v kazdém kroku hodnotu
jednoho jidla prohlésime za trvalou — to bude optimalni cena tohoto jidla.
Vypocet skonéi ve chvili, az budeme znat trvalé hodnoty vsech n jidel.
Béhem vypoctu bude stale platit, ze h, je nejnizsi dosazitelna hodnota
jidla v, pokud toto jidlo bud pfimo koupime, nebo ho pfipravime podle
receptti z téch jidel, kterd uz maji trvalou hodnotu.

Ukézeme si, jak vypada jeden krok vypoctu. Bude velmi podobny jako
v Dijkstrové algoritmu. Najdeme jidlo s s nejmensi do¢asnou hodnotou h
a tuto hodnotu prohlasime za trvalou. MtiZeme si to dovolit, nebot za nizsi
cenu nedokazeme koupit ani uvarit zadné jiné jidlo s doc¢asnou hodnotou,
které by mohlo poslouzit jako surovina pro pripravu jidla s. Kdyz jsme
ziskali nové jidlo s trvalou hodnotou, musime zkontrolovat a ptfipadné vy-
lepsit docasné hodnoty vSech jidel, ktera mtizeme z jidla s uvarit. Projdeme
tedy vSechny recepty typu (stw), v nichz je jidlo s jednou ze surovin, a je-li
hs + hy < hy, snizime hodnotu h, na hs + h;. Kazdy recept tedy pouzi-
jeme pouze dvakrat — vzdy, kdyZz jedna z jeho dvou surovin ziska trvalou
hodnotu.

Technicky potfebujeme vytesit jesté dvé véci. Prvni z nich je vhodné
ulozeni recepti. Ke zvolenému jidlu potfebujeme projit jenom ty recepty,
v nichz se toto jidlo vyuziva jako surovina, nechceme prochazet vsechny re-
cepty. To vyfesime snadno, staci ulozit si recepty do samostatnych seznamii
podle surovin. Pro kazdé jidlo tedy budeme mit seznam téch recepti,
v nichz je toto jidlo jednou ze surovin. Kazdy recept bude samoziejmé
ulozen ve dvou takovych seznamech, nebof mé dvé suroviny. Druhou véci
je vhodné ulozeni hodnot jidel. V kazdém kroku vypoctu potfebujeme na-
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lézt jidlo s nejmensi doc¢asnou hodnotou. To lze udélat jednoduse tak, ze
projdeme vsSech n jidel a porovname jejich hodnoty ulozené v poli. Takové
feseni bude mit ¢asovou slozitost O(n? + 1) neboli O(n?), nebot kazdy z n
krokt vypoctu potiebuje ¢as O(n) na urdeni jidla s nejmensi do¢asnou hod-
notou a kazdy z r receptti se béhem celého vypoctu pouzije pouze dvakrat.
Jinou moznosti je podobné jako pii implementaci Dijkstrova algoritmu
pouzit k uloZeni docasnych hodnot jidel haldu. Urceni jidla s nejmensi
doc¢asnou hodnotou méa pak konstantni ¢asovou slozitost, odstranéni této
hodnoty z haldy m4 slozitost O(logn) a provadi se n-krat, prepoéitani do-
¢asné hodnoty kazdého z jidel zvladneme také v ¢ase O(logn) a takovych
zmén se za cely vypocet provede O(r). Celkové Gasova slozitost vypoctu
tak vychazi na O(n -logn + r - logn).

Popsany algoritmus mtizeme jesté mirné zrychlit tim, ze predcasné ukon-
¢ime vypocet ve chvili, kdy jidlo ¢islo 1 zisk& trvalou hodnotu. V tom
okamziku zndme vyslednou optimalni cenu jidla ¢islo 1 a nemusime jiz
dopo¢itavat optimalni ceny zbyvajicich jidel. Casova slozitost algoritmu
v nejhorsim pripadé se tim ovSem nijak nezmeéni, jelikoz jidlo ¢islo 1 muze
ziskat trvalou hodnotu az jako poslednich ze vsech jidel po provedeni pl-
nych n krokd vypocétu. V primeéru se ale doba vypoctu zkrati.

V nasledujici programové ukézce jsme zvolili jednodussi implementaci
algoritmu bez pouziti haldy, tzn. feSeni s ¢asovou sloZitosti O(n?). Recepty
uklddame do dynamicky alokovanych linearnich spojovych seznami roz-
délené podle jednotlivych surovin a vypocet ukonéime, jakmile ziska jidlo
¢islo 1 trvalou hodnotu.

program Vareni2; {Dijkstra - bez haldyl}
const MaxN = 100000;

type pRecept = "Recept;
Recept = record
surovina , vysledek: integer;
dalsi: pRecept
end;

var N, R: integer; {pocet jidel a recepti}
H: array[l..MaxN] of integer;
{hodnoty jidel, zaporné = trvalé}
S: array[l..MaxN] of pRecept;
{recepty rozdé&lené podle surovin}
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S1, S2, S3: integer;
P: pRecept;
i, j: integer;

begin
readln (N, R);
for i := 1 to N do
begin
read (T, H[i]);
S[i] := nil
end;
for i := 1 to R do
begin
read (S1, S2, S3);
new (P);
P”.surovina := S2; P".vysledek := S3;
P~.dalsi := S[S1]; S[S1] := P;
new (P);
P”.surovina := S1; P".vysledek := S3;
P~.dalsi := S[S2]; S[S2] := P;
end ;

while H[1] > 0 do {jidlo ¢islo 1 ma& doiasmou hodnotul}

begin
=1
for i := 2 to N do
if (H[i] > 0) and (H[i] < H[j]) then j := i;
{j = jidlo s nejmen8i doZasnou hodnotou}
H[j] := -H[j]; {trvala hodnotal
P = S[j];
while P <> nil do
begin
if abs(H[j]) + abs(H[P".surovina]) < H[P".vysledek]
then
H[P".vysledek] := abs(H[j]) + abs(H[P".surovina]);
P := P".dalsi
end
end;

writeln(—H[1])
end.
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