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111 diikazy jedné trigonometrické
nerovnosti
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V tomto piispévku uvedeme tii odlisné dikazy jedné dilezité trigono-
metrické nerovnosti a nasledné pak nékteré jeji pfimé aplikace. Diive vsak
nez zminénou nerovnost popiseme a dokdzeme, uvedeme jedno pomocné
tvrzeni, které nasledné uplatnime v jednom z ditkazi zminéné nerovnosti.

V celém c¢lanku budeme pouzivat standardni oznacCeni délek stran a
velikosti vnitinich thla v trojihelniku ABC.

Lemma
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro délky jeho stran a velikosti
vnitfnich thld trojice rovnosti

a0 [CWGe=a 8 [G=dG-a)
2 be ’ ca )

kde 2s =a+b+c.

Dikaz provedeme pouze pro prvni z uvedenych ti{ identit (zbylé dvé pak
dostaneme uzitim principu cyklické zamény). Vyuzijeme pfitom zndmou

rovnost
« 1 —cosa
. - 1
sin 5 1/ — (1)
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ktera plati pro velikost a vnitfniho thlu pii vrcholu A v libovolném troj-
thelniku ABC. Z kosinové véty v trojuhelniku ABC ve tvaru

b2 4 2 — g2

cosa =
2bc

dostaneme po dosazeni za cosa v (1) a provedeni néaslednych tprav

e \/2bc—b2—02+a2 \/aQ—(b—c)Q
sin 5 = = =

4bc 4bc
B \/(a+b0)(a+cb) B \/(2526)(2521)) B
N 4bc - 4bc N

B oo e ce

Tim je dikaz lemmatu uzavien.

Nyni uvedeme vyse zminénou trigonometrickou nerovnost a jeji varianty
ziskané uzitim principu cyklické zameény:
Véta

Pro délky stran a, b, ¢ a velikosti vitfnich thlu «, £, v v libovolném
trojuhelniku ABC plati nerovnosti

e a . B b .Y c
sin — < ——, sin— < , sin— < .
c 2 " c+a 2 " a+b

Prunt dikaz provedeme (stejné jako v pfipadé dalsich dikazi) pouze pro
prvni z uvedenych t¥i nerovnosti. P¥i jejim diikazu vyuzijeme nerovnost (1),
dokazeme tedy

@ (s—b)(sfc)< a

sin — =

2 be ~“b+c

Tuto nerovnost ekvivalentné upravime do tvaru

(ba )2> (s—b)(s—¢) _(cta-bla+b—c)
+c) =

be 4bc ’
t.
4abc > (b+c)*(c+a —b)(a+b—c) = (b* + 2bc+ *)[a® — (b — ¢)?].
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Po vynéasobeni vyrazi na pravé strané, které prenechavame ¢tenari, upra-
vime posledni nerovnost postupné do tvaru

b + ¢t + 2a%be — a®b? — 20°¢? — 2a® > 0,
(b —H? —a?(b—c)? >0,
b—c)?[(b+e)*—a*]=b-c)2(a+b+c)(b+c—a)>0.

Vzhledem k tomu, ze vSechny provedené upravy byly ekvivalentni, a
s ohledem na platnost nerovnosti b + ¢ — a > 0, je prvni z uvedenych
nerovnosti dokdzana. Rovnost v ni nastane, pravé kdyz b = c. Uzitim
principu cyklické zamény plati tedy i zbylé dvé nerovnosti.

Druhy dikaz. Ozna¢me r polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC.
Uzitim sinové véty upravime pravou stranu dokazované nerovnost i do

tvaru . .
a 2rsin o sin o

n— < = = .
2 7 b+c 2rsinf+2rsiny  sinf +siny

si
Staci tedy dokazat nerovnost

sin a S gin &
————F— >sin—.
sin 8 + sin 2
Vyuzitim znamého goniometrického vzorce pro soucet sinti dvou argu-
ment (ve jmenovateli na levé strané posledni nerovnosti) a dale vzorce pro
sinus dvojnasobného argumentu prepiseme posledni nerovnost do tvaru

e «
251n7cos§

o
> sin —. 2
sin 5 (2)

Vzhledem k tomu, ze

. Bty ( o a)_ a
sin 5 = sin ( 90 5 —cos27

lze nerovnost (2) snadno upravit na tvar

1
>,
COSs 7

2

Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020 83



tj.
Py,
2
coz je evidentné platna nerovnost. Tim je i druhy dikaz uvedené nerovnosti
uzavien. Rovnost zde nastane, pravé kdyz S = v, tedy, pravé kdyz b = c.

COS

Treti dikaz. Ozna¢me M pruseéik osy vnitiniho thlu p¥i vrcholu A se
stranou BC trojuhelniku ABC a D, F po fadé paty kolmic z vrchola B,
C k pfimce AM, viz obr. 1.

A

a4

XD

E

Obr. 1

Z pravouhlych trojuhelniki ABD a ACFE vyjadfime

a |BD| |CE|
"3 = JaB| = Jac| ®)

Z rovnosti (3) a z trojuhelnikovych nerovnosti v trojihelnicich BMD a
CME déle plyne

.« |BD| |CE| |BD|+|CE| _|BM|+|CM]
sin — = = = <

2 ~ |AB| ~ |AC| _ |AB|+|AC| = |AB|+]|AC|’

tj.
sin & <« I1BCL
2 ~ |AB| + |AC|’
neboli
. a
sin — < ,
2 b+c

coz jsme chtéli dokézat. Rovnost zde nastane, pravé kdyz je trojihelnik
ABC rovnoramenny se shodnymi rameny AB a AC.
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Pozndamka. Ve vSech tfech nerovnostech uvedenych v tivodni vété nastanou
pritom rovnosti soucasné, pravé kdyz a = b = ¢, tedy v pripadé, kdy je
trojihelnik ABC' rovnostranny.

Nyni uvedeme nékolik aplikaci pravé dokazanych t¥i nerovnosti. Prede-

v8§im soucinem vSech t¥i nerovnosti uvedenych ve vété dostaneme bezpro-
stfedné

sin < sin B sin L < abe (4)
22 2 (a+b)b+c)cta)
Na zakladé nerovnosti mezi aritmetickycm a geometrickym primeérem pro
libovolnou dvojici kladnych realnych ¢isel, pfesnéji uzitim nerovnosti a +
b>2Vab,b+c>2Vbcac+a> 2y/ca, mizeme pravou stranu (4) dale
odhadnout nésledujicim zptisobem:

Lo By < abc < abe 1
sin — sin — sin — ==,
2 2 27 (a+d)(b+c)cta) ™ 2vab-2vbc-2\/ca 8
a tedy
: )
2 2 -8
Rovnost v (5) nastane, pravé kdyz a = b = ¢, tj. v pfipadé rovnostranného
trojuhelniku ABC.

Dusledek 1
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro velikosti jeho vnitinich thla
«, B a 7y nerovnost

.o .
sm—sm—sm§ <

3
cosa—l—cosﬁ—&—cos*ygi. (6)
Diikaz. Vyjdeme ze zndmé identity
sin%singsin%:1+4sin%sin§sin%, (7)

ktera plati pro velikosti vnitinich hla v libovolném trojihelniku ABC.
O jeji platnosti se lze presvédcit aplikaci rovnosti v = 180° — (a + ),
resp. %fy =90° — %(a + ), na levé, resp. na pravé strané (7), a néslednych
upravéch. S ohledem na nerovnost (5) z této identity plyne

L By 13

Ssintsins <1+44-- ==

51n2sm2sm2_ + 3 2
coz pfimo dokazuje uvedeny disledek. Rovnost v (6) nastane, pravé kdyz
je trojuhelnik ABC' rovnostranny.
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Disledek 2
V libovolném trojuhelniku ABC plati pro velikosti jeho vnitinich thla
«, 8 a -y nerovnost

2 B ’Y
1> (7)

2 —|—sm —+51

Mw

Diikaz. Také zde vyjdeme ze znamé trigonometrické identity

. g Q 5 B 3 1
sin® — +s sin® — = — — —(cos cos cos 8
in? S sin? S +sin? L= 2 J(cosacosfrcosy),  (9)
ktera plati pro velikosti vnit¥nich thld v libovolném trojthelniku (jeji di-
kaz je zalozen na trojim vyuziti znamé formule pro kosinus dvojnasobného
argumentu). Pravou stranu (8) lze pfitom odhadnout pomoci nerovnosti
(6), a dostaneme tak
sin ——}—sté—&—sm - §—1 §—§
2 2 272 2277
Tim je i druhy disledek ovéren.

Existuje fada dalsi zajimavych nerovnosti, které lze dokazat uzitim vyse
dokézané véty a jejich dusledki. Napf. v publikaci [2] 1ze na str. 20, nalézt
nerovnost 2.9

sing —|—sin§ —|—Sinl < 3
2 2 2 =2
kterou lze dokazat mj. uzitim vySe uvedenych nerovnosti. Jeji dikaz po-
nechavame ¢tenaftm.

Z némeckého originalu psaného pro casopis Matematika-Fyzika—Infor-

matika pielozil a upravil Jaroslav Svréek.
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