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V soucasnosti bychom jen s obtizemi hledali mezi lidmi nékoho, kdo by
nevédél, co se skryva pod pojmem origami. Nadto je matematicka verejnost
obvykle také obezndmena s faktem, Ze v oblasti origami je (z pohledu ma-
tematického) celd fada loh a problému rizného stupné obtiznosti. Mnohé
z nich jsou pak svym charakterem vhodné pro zaky zékladnich nebo stied-
nich 8kol. Jak se snazime nazvem naznacit, budeme zde prezentovat ilohy
s prvky origami, které byly feSeny béhem vyucovani matematice, pficemz
se jednalo o rozsifené hodiny matematiky.

Autofi ¢lanku si uvédomuji, Ze ucitel na zakladni, popt. na stfedni gkole,
ma k dispozici pomérné velké mnozstvi tloh rzné obtiznosti. Tyto ulohy
k nému prichazeji nejen prostfednictvim riznych ucebnich materialt a
sbirek, ale také z rtiznych soutézi a testovani. Pfestoze je téchto tiloh hodné,
domnivame se (na zdkladé vlastni zkuSenosti), Ze ucitelé se radi vraceji
k dlohdm, které sami vymysli (objevi), popf. s nimiz je sezndmili jejich
zaci. Do této skupiny patii také tlohy prezentované v ¢lanku. Neékteré
jsou ptivodni (autorské), u jinych se ukazalo, Ze se v literatute objevily jiz
difve. Ulohy, které predkladame, jsou odzkousené ve skolské praxi a mira
jejich obtiznosti odpovida lloham z matematiky nejvyse pro stiedni skoly.
Vzhledem k tomu, Ze tlohy ve vzdélavacim procesu hraji celou fadu roli,
nechavdme na ¢tendii (uciteli), aby se sdm rozhodl, zda a popt. kam zaradi
vybrané tlohy do své vyuky.

Ulohy budeme prezentovat takovym zptisobem, Ze ¢tenafi predstavime
urc¢itou konstrukei (postup), a pak polozime otédzku. Pfeformulovani Glohy
do jiného kontextu neni obtizné.

Zacneme ulohou, jejiz idea se objevuje pfi feseni celé fady dalsich uloh.

Uloha prvni

Méjme c¢tvercovy papir. Sestrojme bod P konstrukei, ktera je zazna-
menana na obr. 1.Y) Jednotliva ¢&isla u tsecek oznacuji poradi, ve kterém
byly sestrojovany. Nejprve tedy byla sestrojena osa strany papiru, nasledné

1 Hrany papiru a vytvorené piehyby budeme nazjyvat useckami. Jsme si védomi toho,
ze v celé fadé publikaci jsou tyto hrany oznacovany jako primky.
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pak osa Ghlu. Nez budeme pokracovat dale, mtiZzeme s zéky (v zavislosti
na jejich véku) hledat odpovédi na néasledujici otézky:

1) Kolik existuje os soumérnosti étverce a které to jsou?

2) Které z os soumérnosti ¢tverce maji nejvétsi délku a které naopak
nejmensi délku?

3) Jaké jsou délky os v milimetrech, pokud sestrojime postupné ¢tverec
z papiru formatu A3, A4 a A5?

4) Protinaji se vSechny osy soumérnosti ¢tverce v jednom bodé? Pokud
ano, proc¢?

5) Maji osy i jiné pojmenovani?

Obr. 1 Konstrukce bodu P

Nyni sestrojime tieti tsecku tak, jak ukazuje obr. 1. Bod P vznikne
jako prusecik tsecky 2 a tsecky 3. Urcete:

1) V jakém poméru déli bod P tsecku 27
2) Vedeme-li z bodu P kolmici ke strané AB (viz obr. 2), v jakém
poméru déli pata kolmice F stranu papiru AB?

3) Obdobné predchozi otézce: Pokud sestrojime kolmici z bodu P ke
strané BF', v jakém poméru déli pata této kolmice stranu BF papiru?

Pred zéky jsme predstoupili pouze s druhou otazkou, pricemz po jejim
zodpovézeni, je nalezeni odpovédi na otézky 1) a 3) jiz béznou zélezitosti.
Pro odpovéd na tuto otdzku sledujme obr. 2. Pfedpokladejme, ze délka
strany ctvercového papiru je rovna 1. Pokud se s timto predpokladem
zaci setkdvaji poprvé, je pro né obtizné zduvodnitelny ¢i pochopitelny.
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K tomuto zavedeni muzeme dojit po provedeni celé fady pfipadd, kdy
nechame zaky postupné pracovat s ruzné velkymi ¢tverci a ukazeme, ze na
velikosti strany nezalezi.

G C F

A D E B
Obr. 2 Déleni tusecky

Do kartézské souradnicové soustavy umistime ctverec tak, aby jeho vr-
chol A splynul s pocatkem souradnicového systému a bod F' mél soutadnice
[1;1]. Soufadnice bodu P jsou neznidmé, oznacime je x, pfesnéji P[z,x].
Zaci by méli sami zdfivodnit, proé¢ y-ova soufadnice bodu P je stejna jako
z-ové. Usetka AE ma tedy délku z a tse¢ka EB ma délku 1—z. UkéZeme,
ze bod F déli tsecku AB v poméru 2 : 1.

Trojuhelniky BDC a BEP jsou podobné (véta uu), plati tedy

|C’D|_\BD|
|PE|_|BE|
a odtud
L 3 =2-2r=1= _2
ol B r=x x_3.

Usecka AFE ma tedy délku % a usetka FB méa délku % Odtud plyne vyse
uvedeny zaver.

Uvedena konstrukce se pouzivd k déleni papiru nebo tsecky na tfi
shodné dily. Prezentovany postup lze najit v celé fadé publikaci, ¢tena-
fové pozornosti vak doporucujeme [4].

Nasledujici tloha je jednim z moznych navazani na pfedchozi tilohu.
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Uloha druha
Predpokladejme, Ze strana ¢tverce z prvni tlohy méa velikost 1. Urcete
obsah trojthelniku FCP (viz obr. 2).

Tato tloha pfirozené vyplynula z toho, ze zaci zkoumali vlastnosti vyse
prezentované konstrukce.

Obsah trojuhelniku FFC'P uréime snadno s vyuzitim pfedchoziho po-
znatku, ze vzdalenost bodu P od tsecky F'C je rovna % (viz tfeti otazka
prvni tlohy a soufadnice bodu P), coz je zaroveii délka vysky v trojihel-
niku FCP ke strané FC (ozna¢me ji v1). Protoze velikost tise¢ky F'C' je
rovna %, pak obsah trojuhelniku F'C' P urc¢ime nasledovné:

1

1 1 1
SFCP:§'|FC|"U1: 33513

N =

Ulohu mtizeme snadno modifikovat. Sestrojme p¥elozenim papiru druhou
thlopricku ve ¢tverci. Situace je zndzornéna na obr. 3. Urcete obsah vy-
barveného trojihelniku BPH.

G c F

A D B
Obr. 3 Obsah trojuhelniku BPH

Obsah trojuhelniku BPH uréime jako rozdil obsaht trojuhelniku BF H
a trojahelniku BF P. Obsah trojihelniku BF' H je roven %. Doporucujeme,
aby si zaci tuto skutecnost ovérili pravé prelozenim daného Ctverce nej-
prve podle jedné thlopticky, vznikne rovnoramenny pravouhly trojahelnik
o poloviénim obsahu, a nasledné ptrelozenim podle druhé thlopficky, opét
vznikne rovnoramenny pravouhly trojihelnik, avsak o ¢tvrtinovém obsahu
Ctverce.
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Pro vypocet obsahu trojihelniku BF' P vyuZijeme znalosti o poloze
bodu P. Z obr. 2 je patrné, ze vzdalenost BE je velikosti vysky v troj-
thelniku BF P na stranu BF'. Oznac¢ime-li si velikost vysky jako v, potom
plati vo = % Obsah trojuhelniku BF P uréime jako

1 1 1 1
— Z.BFl-vo==-1-= ==
Sprp 2| |- v2 5 376
a obsah trojihelniku Sgpcop
1 1 1
SBPH—SBFH_SBFP—i_é—E'

Za povSimnuti stoji fakt, a miniméalné zaky tato skutecnost prekvapila, Ze
trojuhelniky FC'P a BPH maji stejny obsah.
Ctenaifim nabizime dalsi ndméty pro vyuku, resp. k dalsi avaze:

1)

Povsimnéte si vlastnosti, kterou ma rovnoramenny pravouhly troj-
thelnik. Prelozime-li ho v poloviné, tj. podle vysky spusténé z vr-
cholu pfi pravém thlu, ziskdme opét rovnoramenny pravouhly troj-
thelnik, avsak o poloviénim obsahu. Jedna se o analogii s preklada-
nim papiru forméatu A. Pielozime-li papir formatu A4, ziskdme papir
formatu A5, avSak o poloviénim obsahu. Oba trojuhelniky jsou po-
dobné, stejné tak oba papiry A4 i Ab jsou podobné.

a) Zduvodnéte, proé¢ tuto vlastnost ma mezi obdélniky pouze obdél-

nik formatu papiru A.

b) Rozhodnéte a zdtvodnéte, zda existuji i jiné trojuhelniky s touto
vlastnosti, tj. po urcitém pfelozeni vznikne trojihelnik s ptuvod-
nim podobny (avSak o poloviénim obsahu) nez jen rovnoramenné
pravothlé.

c¢) V obou pfipadech urcete koeficient podobnosti.

Urcete obsahy trojuhelniki HPC' a GBC.

PovSimnéte si, ze je-li dan ¢tverec papiru o strané 1, umime sestrojit
trojuhelniky s obsahy: %, %, %, %, 1—12 Rozhodnéte, zda lze sestrojit
trojihelnik s obsahem %

Jak se zméni pozice bodu P, budeme-li pracovat nikoliv se ¢tver-
cem, ale s papirem formatu A, napf. A4. K této tloze doporuc¢ujeme
prejit az po vyfeseni problému 1 tohoto seznamu. Vezméte v potaz
skutec¢nost, ze prvni tsecku miiZzete sestrojit dvéma riznymi zpui-
soby — nejprve jako osu delsi strany, nasledné pak jako osu kratsi
strany.
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5) Jak se zméni poloha bodu P, budeme-li pracovat nikoliv se ¢tvercem,
ale s obdélnikem s pomérem stran 1 : 2. Zvazte obé moznosti.

Zatimco prvni tloha je standardni a druhé vznikla jako reakce na tuto
ulohu, nasledujici tlohy vznikly spontanné pfi vyuce matematiky z pod-
nétu zaka.

Uloha tfeti

V ramci vyuky jsme se zabyvali modelem krychle, jejimz autorem je
prvni z autord ¢lanku. Autorim je znamo pfes tficet riznych zptsob, jak
s pomoci origami vytvorit model krychle. Do vyuky byl zvolen model, ktery
se slozi ze dvou Ctvercovych papirt. Byl vybran z toho duvodu, Ze jeho
poskladani neni obtizné a zvladnou ho i méné zrucéni zaci — je netrivialni,
nespoc¢iva jen ve spojeni Sesti stén a je méné obvykly. Sestavenou krychli
je vidét na obr. 5, jednotlivé moduly, ze kterych vznika, pak na obr. 4.

Obr. 4 Dvé ¢asti modelu krychle (zakovska prace)

Obr. 5 Slozeny model krychle (zakovska prace)

Tato tloha vznikla, kdyz zaci rozlozili model na dva jednotlivé dily — mo-
duly — a zkoumali u daného modulu jeho geometrické vlastnosti. Vznikly
&arovec? lze vidét na obr. 6.

hrany, které vznikaly v prubéhu skladéani.
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Méjme ¢tvercovy papir o strané délky 1. Urcete, jaky je obsah vystino-
vaného utvaru.

Obr. 6 Céarovec rozlozeného modulu krychle

Resenitlohy je nasledujici: Naznacené vodorovné a svislé piehyby rozdélily
¢tvercovy papir na 9 shodnych c¢tverci, strana kazdého vzniklého ctverce
ma tudiz délku % a obsah kazdého z téchto ¢tverci je %. Vybarveny ctverec
ma délku strany rovnu délce thlopficky ¢tvercti vzniklych prehybanim
papiru (obr. 6), tedy %\/5 Obsah vybarveného ¢tverce je pak roven

v2\" 2
3] 9

Nabizime i druhy zptisob feseni. Uvédomme si, Ze vybarveny ¢tverec se
sklada z jednoho ,,malého“ Ctverce a CtyT trojuhelnik. Pomyslnym presu-
nutim tii trojihelnikd k jednomu vybranému ziskdme dalsi ¢tverec. Vy-

i

sledkem je soucet obsahti dvou ¢tverct, z nichz kazdy ma obsah roven 3.

Ctenaitim zde nabizime dalsi naméty do vyuky ¢ k premysleni:

1) Ulohu Ize modifikovat pouZitim obdélnikového papiru. Pokud bu-
deme pracovat s obdélnikovym papirem, vznikne kvadr.

2) Rozmyslete si, jak sestrojit modul pro sestaveni krychle. Napovime,
ze k vyfeseni tohoto problému s tispéchem muzete vyuzit vysledek
prvni tlohy naseho ¢lanku.

3) Dopliite do ¢arovce thlopficky do ¢tyf rohovych étvercit a do pro-
stfedniho ¢tverce. Ziskate papir rozdéleny na 36 shodnych (rovno-
ramennych pravouhlych) trojihelnik. Rozhodnéte, zda je mozné
vyznacit na papiru ¢tverce s obsahem: %, %, %, %, g, %, g, % al.
Nepodafi-li se vam nalézt ¢tverec, rozhodnéte, zda existuje alespon
obdélnik s danym obsahem.
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Také nasledujici uloha vznikla ve vyucovaci hodiné, jeji ideovy zaklad
polozili zaci sami, kdyZ se snazili pomoci prehybani papiru konstruovat
rizné rovinné obrazce. Celkem snadno se jim podafilo sestrojit kromé
¢tverce, obdélniku, rovnoramenného trojthelniku i rovnobéznik a licho-
béznik.

Uloha é&tvrta
Sestrojte rovnoramenny lichobéznik UVY X, jak je ukdzano na obr. 7.

D F C

A E B

Obr. 7 Rovnoramenny lichobéznik UVY X

V lichobézniku UVY X postupné urcete:

1) velikosti obou zdkladen,

2) délku ramene,

3) vysku lichobézniku,

4) obsah lichobézniku,

5) velikost Ghlu, ktery svird rameno se zakladnou XY

Nabizime feSeni, které je zalozeno na analytické geometrii. Pro feSeni
tlohy, resp. pro zodpovézeni nékterych otazek, je vhodné urcit souradnice
bodi X, Y, U, V. Pfedpokladejme, ze ¢tverec papiru mé velikost strany 1.
Umistéme c¢tverec do kartézské soustavy souradnic tak, ze bod A bude
umistén do pocatku a bod C' mé soufadnice [1;1]. Body B a D budou mit
po fadé soufadnice [1;0] a [0; 1]. Pokud jste neopomenuli fesit prvni tlohu,
pak je jasné, ze paty kolmic z bodu X k tseckdm DA a AE déli kazdou
z nich v poméru 1 : 2. Snadno jiz uréime, ze bod X mé soutradnice [%; %]
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Obdobné uréime soufadnice bodu U, které jsou [3; 5]. Nasledné uréime
soufadnice bodu V a Y, které jsou po radé [%, %} a [%; %] Nyni jiz snadno

zodpovime dané otazky.

ad 1)
2 1
XY| =<, |UV|==
Xvi=2 jovi=,
ad 2)
2 2
1 1 2 1 )
| XU| = -5 tls—3 :£7
6 3 3 3 6
ad 3) vysku lichobé&zniku oznacime v, plati
1
v==
37

ad 4) obsah lichobé&zniku ur¢ime ze zndmého vztahu
1 1

1 1/2 1
— (XY - (242) 2=
§ =3 (IXY|+ UV 2<3+3) 5= ¢

ad 5) thly YXU a XFEA jsou stfidavé, tedy shodné. Budeme se tedy
zabyvat thlem X E' A, jehoz velikost ozna¢ime a. Uzitim Pythagorovy véty
nejprve uréime velikost pfepony pravothlého trojuhelniku AED s pravym

thlem pfi vrcholu D:
2 2 2 15

|ED| = ?

Z definice funkce sinus v pravothlém trojthelniku vime, ze

_2v5

sina =
5

o~

Chceme-li zjistit pfibliznou hodnotu «, uzijeme inverzni funkci arkus sinus

2V5 . 63,43°.

(arcsin).
o = arcsin

Zajemctim o tuto problematiku nabizime dalsi naméty pro vyuku:
95
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1) Dokazte, ze bod U lezi na uhlopticce AC.
2) Urcete obsah lichobé&zniku XY CD.

3) Urcete uhel, ktery svird rameno XU lichobéZniku UVY X se zaklad-
nou UV.

4) Jak se zméni jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pirem s pomérem stran 2 : 17

5) Jak se zméni jednotlivé hledané velikosti, budeme-li pracovat s pa-
pirem forméatu A?

6) Je dany lichobéZnik UVY X tecnovy ¢i t&tivovy?

Posledni tloha, kterou predklddame ¢tenditim, je variaci na pfedchozi
téma.
Uloha péata

Sestrojme rovnobéznik stejné jako na obr. 8.

D F C

A E B
Obr. 8 Rovnobéznik K LM N
V rovnobéZzniku K LM N postupné urcete
1) délku strany KL,
2) délku strany LM,
3) vysku rovnobézniku,
)

4) obsah rovnobéZniku.

96 Matematika — fyzika — informatika 29 (2) 2020



Resent této tilohy je obdobné jako tilohy predeslé. Opét mizeme vyuzit
metod analytické geometrie a stejné jako v predchozi tilloze umistit ¢tverec
do kartézské soustavy soufadnic tak, aby bod A mél soufadnice [0;0],
bod C mél soufadnice [1;1] a body B a D mély po fadé soufadnice [1;0] a
[0; 1]. Opét (jako v predeslé tloze) si sta¢i uvédomit, ze bod M déli usecku
DA v poméru 2 : 1 a tsecku AE v poméru 1 : 2. Takze bod M bude mit
soutfadnice [%; %] Obdobnym zptsobem urcime i zbyvajici soufadnice.
Bod N bude mit soufadnice [%, %}, bod K bude mit soufadnice [%; %}
a bod L soufadnice [%, %] Nyni jiz opét snadno zodpovime stanovené
otazky:

ad 1)

1
|LK| = -,
2

=8 (o3 -

ad 3) vysku rovnobézniku oznacime v, plati

ad 2)

v=_—,

3
ad 4) obsah rovnobézniku uréime ze vztahu

1

11
S=|MN|-v== --=-.
| | 2 3 6
V pripadé ¢tvrté otazky této ulohy pak nastinime, jak by se dalo po-
stupovat bez vyuziti metody analytické geometrie. Povsimnéme si rovno-
bézniku AECF'. Je ziejmé, Ze plati

IKL| = |MN| = |AE| = -.

Je zfejmé, ze rovnobéznik M NKL se do rovnobézniku AECF vejde
celkem t¥ikrat (je tvoren tfemi shodnymi rovnobézniky). Obsah rovnobéz-
niku AECF je %, nebot staéi od ¢tverce ABC'D odebrat dva trojtihelniky
AFD a CEB, které po presunuti vytvoii obdélnik s obsahem % Protoze
obsah rovnobézniku M NKL je tietinovy obsahu rovnobézniku AECF,
pak je vypocet jiz snadny.
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Ctenéfi nabizime pouze jeden ndmét k premysleni:
1) Uréete rozméry papiru tak, abychom pfi provedeni konstrukce rov-
nobézniku ziskali kosoctverec.

Zavér

Nase zkusenosti ukazuji, ze pouziti origami ve vjuce matematiky mize
hrat nejen roli motivacni, ale praveé také muze ukazat, zda zakovy poznatky
jsou pouze na trovni formalni ¢i mirné je pfesahujici, nebo zda zak plné po-
rozumél dané problematice a je schopen aplikovat své znalosti i na skolsky
nestandardni tlohy. Vhodné zvolené tlohy mohou doplnit obvyklou vy-
uku geometrie (pfedevsim) a nendsilné pfivést zdky k aktivnimu p¥istupu
k vyuce. Zkusenost, kterou jsme ziskali je takova, ze primeérni nebo nena-
padni Zaci se projevi prekvapivé, napf. zajimavym Fesenim nebo tvorivou
obménou modelu ¢i postupu skladani.

Pfedchozi text ukazuje, jak z pivodniho tématu (déleni tsecky) vza-
jemnou interakci mezi ucitelem a zaky vznikly dalsi, méné obvyklé tlohy.
K dalsimu seznameni s problematikou ,origami a matematika“ 1ze dopo-
rudit ¢lanky [1], [2] a [3].
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