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Na pocatku 19. stoleti vzrostla potfeba urcovani velikosti pozemku
z map a plant. To vedlo k vynalezlim a zdokonalovani réiznych typi pla-
nimetri, jez slouzily k méfeni obsahd rovinnych utvart.

Planimetr, kterym se budeme zabyvat, nesestavuje na rozdil od jinych
obsah méreného tutvaru po ¢astech, ale je zalozen na prevodu ttvaru z mno-
hothelniku na trojthelnik téhoz obsahu. Jeho funkéni model si mizeme
snadno vyrobit nebo vytvorit jeho pocitacovou verzi v dynamické geo-
metrii.

Vynéalez byl v ruznych variantach priznan nékolika osobam. Vsechny
takové planimetry jsou v podstaté stejné, skladaji ze t¥i ¢asti (obr. 1).
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Obr. 1 Schéma planimetru

Méfvitko ploch je pravitko se stupnici. Umistujeme je pevné na mapu
do pottebné polohy. Podél jeho hrany p lze posouvat jezdcem, k némuz je
otacivé v bodé O pripevnéno rameno. Polohu bodu O, kterou urcuje jeho
kolmy pramét na pfimku p, odecitame pomoci rysky vyznacené na jezdci.
Pismenem ¢ budeme znacit rovnobézku s pfimkou p vedenou bodem O.

Rada dostupnych pramenti uvadi, Ze prvnim autorem tohoto vynélezu
je Karel Gangloff (1809-1879), ktery za néj ve Vidni roku 1856 obdrzel
malou bronzovou medaili. V podstaté stejny planimetr vsak sestrojil pol-
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sky geodet Jan Zaremba (v polsting Zareba) jiz roku 1829. Popsal jej
v rodné fedi, a tak se o ném za hranicemi Polského kréalovstvi, které bylo
Gasti carského Ruska, piilis nevédélo [9], [5]. Prvni némecky psany popis
[4] Zarembova planimetriu je z roku 1908.

1. Méreni obsahu s pomocnym vypoc¢tem

Planimetry pro tento zpisob méfeni mély stupnici i na ramenu, a to
s pocatkem v bodé O. I kdyz se postup neobejde bez vypoctu, byl v praxi
uzivan a je vhodny pro nase Gvodni Gvahy. Bez Gjmy na obecnosti bu-
deme zanedbavat vzdalenost bodu O od hrany p méfitka. Jinak feceno,
ztotoznime piimky ¢ a p.
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Obr. 2 Méfeni obsahu Sestitthelniku se dvéma vrcholy na pfimce ¢

Maéme zjistit obsah Sestithelniku ABCDEF na obr. 2 jeho pfeménou
na trojihelnik X DY téhoz obsahu. Umistime planimetr tak, aby body A
a F' lezely na pfimce ¢, rameno planimetru prochézelo vrcholem D a bylo
kolmé k hrané méritka ploch, a aby se bod O nachéazel v pocatku stupnice
méfitka (obr. 2 vlevo). Vysku v = |OD] trojihelniku X DY zjistime na
stupnici ramene. Polohy krajnich bodd X a Y jeho zakladny urc¢ime na
pfimce g nasledovné.

1. Rameno pfemistime do polohy AC a pak posuneme tak, aby pro-
chézelo vrcholem B. Vyslednou polohu bodu O ozna¢ime G (obr. 2
vpravo). Plati GB || AC. Zaménou trojuhelniku AC B za trojihelnik
ACG téhoz obsahu tedy nahradime Sestitthelnik ABC' D E'F pétituhel-
nikem GCDEF, aniz by se obsah Gtvaru zménil.

Povsimnéme si, ze i obsahy trojihelniki CBR a GAR, kde R je
prisecik tsecek AB a C'G, jsou stejné. (Jsou to obsahy trojihelniki
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ACB a ACG zmenSené o obsah jejich spolené ¢asti ACR.) Rov-
nost obsaht utvarat ABCDEF a GCDEF muzeme tedy zduvodnit
i odebranim trojuhelniku CBR a pfidanim trojihelniku GAR.

2. Rameno planimetru oto¢ime z polohy GB do polohy GD a pak posu-
neme, aby prochazelo vrcholem C'. Vyslednou polohu bodu O ozna-
¢ime X (obr. 3 vlevo). Pétitthelnik GCDEF jsme nahradili ¢tyfahel-
nikem X DEF'| aniz by se zménil obsah.

3. Nakonec analogicky upravime ohraniceni u vrcholu E: Rameno umis-
time do polohy F'D a potom posuneme do polohy YE || FD.

Obr. 3 Dalsi kroky méfeni obsahu Sestitthelniku

Ziskali jsme trojihelnik XY D s obsahem rovnym obsahu Sestitthelniku
ABCDEF. Vysku trojuhelniku jiz zndme a jeho zékladnu z = | XY| ur-
¢ime z poloh bodi X a Y zjisténych na stupnici planimetru.

Obsah Sestithelniku je tedy

S=z-

g. (1)

2. P¥imé méreni obsahu

Uvedené méieni lze upravit tak, abychom mohli ¢ist velikost obsahu
pfimo na stupnici méfitka ploch. Stac¢i pozménit postup, aby vznikl troj-
thelnik, ktery méa libovolné zvolenou vysku.

Ze vztahu (1) plyne, Ze pii volbé v = 2 je S = z. Obsah pak udava
délka zakladny na stupnici méritka. Dokonce muzeme k pouzivané mapé
zvolit vysku v tak, aby nejmensi dilek stupnice métitka ploch predstavoval
jeden hektar méreného pozemku, nebo jeho dekadicky nasobek.
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Postup, ktery uvedeme, uzival Zaremba i Gangloff. Oba provadéli mé-
feni stejné, Zaremba jej zduvodnil v [9]. Ganglof u svych vynélezi publi-
koval jen popis pfistroje a navod k obsluze. Dikaz Gangloffova postupu
méfeni uvedl az Miiller, viz [6] nebo [7]. Nevime, zda jej od Gangloffa pte-
vzal. Obé zdlivodnéni si ukdzeme na prikladu urceni obsahu ¢tyruhelniku
ABCD.

Na pocatku méfeni umistime planimetr tak, aby jeho rameno prochazelo
vrcholem A, bylo kolmé k hrané méritka, a aby byla délka tisecky O A rovna
zvolené vysce v hledaného trojuhelniku (obr. 4 vlevo).

Kvili ndzornému zdtvodnéni si Miiller doplnil ¢tyfthelnik ABCD na
Sestitthelnik ABCDPQO, kde P € p. Zaremba pocatecni stav nedopliio-
val, ale povazoval Gtvar ABCDAO za singularni Sestithelnik (minime tim
Sestitthelnik ABCDV O, kde V = A; tsecka OA predstavuje jeho dvé
sousedni, avSak totoZné strany). Oba pak pokracovali niZze popsanym zpu-
sobem.

Zaremba Maller Zaremba Miller
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Obr. 4 Prvni kroky Zarembova a Miillerova zdivodnéni postupu

Nejprve stanovili smér postupu méfeni po hranici ttvaru. Zvolime jej
v kladném smyslu (proti pohybu hodinovych rucicek), tedy pies vrcholy
A, B,C a D v tomto poradi.

Prvni krok, otoceni ramene z polohy OA do polohy OB a pak posunuti
do polohy F A, zapiseme OA — OB — FA.

Jak vidime na obr. 4 vpravo, nahradil Miiller Sestitthelnik ABC' D PO pé-
tithelnikem BC' DPE téhoz obsahu. Pfi Zarembové postupu byl singuldrni
Sestitthelnik ABC' DAQO nahrazen jinym neobvyklym utvarem, zkiizenym
Sestitthelnikem BCDAOE. Jeho strany AO a BE jsou zkiiZzené, protinaji
se v bodé T'. Tim vznik4 dojem, Ze obsah neztistal konstantni, nebot

Secpaoe = Sapcp + Stea + SToE.

Nutno si v8ak uvédomit, Ze planimetr méri orientovany obsah. Pokud
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smér postupu obratime, budeme ramenem posouvat v opa¢ném sméru a
vysledna poloha ramene zobrazi obsah na opacné strané od jeho poca-
teéni polohy. Orientovany obsah zna¢ime tuénym pismenem S na roz-
dil od neorientovaného obsahu S. Pro libovolny trojuhelnik XY Z plati
Sxyz = Sxzy >0, avak Sxyz = —Sxzy.

Zajimé-li nas orientovany obsah zkiizeného Sestithelniku BCDAOE,
musime vzit v ivahu, Ze zkfiZzeni ramen zpusobi obraceni sméru postupu.
Maéame-li zvolen smér postupu méfeni v potadi F, B, C, D, A, O, je
tento smér pi¥i prochazeni trojihelniku TOFE opaény, nez smér odpovi-
dajici atvaru TBC'DA. Vime, Ze

Stor = —SrBA,
a proto plati
Secpaoe = Stecpa +StoE = Sapcep +Srea +SToE = SaBCD-
Na obr. 5 vlevo vidime situaci po dalsich dvou krocich,
FA—- FEC—FB a FB—FD— GC.

V Miillerové pfipadu jsme ziskali trojuhelnik PGD. Ten ale nemé danou
vysku v. Zarembuv postup vedl ke zkiizenému cétyithelniku OADG.

Zaremba Miiller Zaremba Miiller

Obr. 5 K zavéru Zarembova a Miillerova zdivodnéni postupu

Provedenim posledniho kroku, GC — GA — Y D, obrzime u Zaremby
trojahelnik AOY, jehoZ zékladna méa délku |OY| = Saoy = Sapcp.

V Miillerové situaci nahradime trojihelnik GDY trojahelnikem ADY'.
Vznikne ¢tyiuhelnik ADPY | ktery ma s po¢ate¢nim utvarem ABCDPO
spole¢nou ¢ast ADPO. Po odecteni obsahu této ¢asti od obsaht Sappy
a Sapcppo dojdeme k témuz vysledku Sapcp = Saoy = |OY].
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3. Historické poznamky

Predchiidcem Zarembova vynalezu byl Kolbergiv planimetr?) z roku
1920 popsany v polském lesnickém ¢asopisu Sylwan [1]. Kolberg vychazel
z poznatku, Ze pro obsah S trojuhelniku plati 25 = m?, kde m = \/z - v je
geometricky primeér zakladny a vysky. Jeho planimetr se skladal z tabulko-
vého diagramu vyrytého do mosazné desticky a z dvojitého odpichovatka,
které umoziiovalo soucasné prenaset délku d i jeji polovinu (obr. 6 dole).

Pro uréeni obsahu Kolbergovou metodou zvolime pétithelnik ABCDFE
na obr. 6. Pétithelnik nejprve rozdélime vhodné zvolenymi thlopfickami
na co nejmensi pocet trojuhelnikt, v nichz pak zvolime zakladny a vysky.
Geometrické priméry m; = /ax, ms = /by a m3z = ./cz sestrojime
s vyuzitim odpichovatka a Eukleidovy véty o vySce postupem vyznacenym
pro konstrukci tsecky m; na obr. 6 uprostied.

K urceni vysledného obsahu, ktery je dan vztahem

m2
SZ?’ kde m = y/m3+m3+m?,

se vyuzivala konstrukce na obr. 6 vpravo a diagram na tabulce planimetru.

Odpichovéatko d|_—w——d/2
Obr. 6 Meéfeni obsahu podle Kolberga

Jan Zaremba byl pfisezny geometr knizete Adama Czartoryského. S pod-
porou knizete sestrojil planimetr, ktery dukladné popsal v publikaci [9].
Ta rovnéz obsahuje odborny posudek univerzitnich profesori Kolberga a
Grabinského a List pfiznani vynalezu vystaveny Administrativni radou
kralovstvi. Publikace je na webu dostupna ve formatu pdf.

DXKolberg se ve starsich pramenech uvadi jako Colberg
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Kopii puvodniho nakresu Zarembova planimetru pfedstavuje obr. 7.
Pristroj byl vyroben z mosazi. Kruhovy prstenec pevné spojeny s rame-
nem byl opatfen stupnici s noniem a umoznoval pfesné nastaveni sméru
ramene. Jezdec se pohyboval ve drazce a aretacni Srouby umoznovaly zajis-
tit polohu jezdce i ramene. Stupnice méfitka ploch byla vybavena noniem
a na posouvatelné listé méla dvoji ¢islovani (zleva doprava a zprava do-
leva), aby si uzivatel mohl podle potieby nastavovat poc¢atek a pohodlné
odecitat délku jednim, nebo druhym smérem.
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Obr. 7 Zarembuv planimetr

Karel Gangloff, nadlesni v Rozmitale pod Tiems$inem, absolvoval jed-
noro¢ni kurz na prazské polytechnice. Protoze byl autorem celé fady uzi-
teénych vynélezl, nazyvali jej jeho soucasnici Cesky Archimédeés.

Gangloffiv planimetr byl podstatné jednodussi, dal se snadno a levné
vyrobit. Jeho prvni verze (1856) je zndzornéna na obr. 8. Méfitkem ploch
bylo samostatné pravitko, jehoz stupnice mé stejné ¢islovani na obé strany
od nuly umisténé uprostied. Jezdec se skladal ze sklenéné desky o rozmé-
rech 42x 26 cm. Rameno tvorila ziné r napjata v rdmu otacivé pripevnéném
k desce jezdce v bodé O. Ryska z; ukazovala polohu bodu O na stupnici a
ryska zo slouzila k nastaveni vlakna r do polohy kolmé na hranu pravitka.
V ramu ramene byla jesté jedna napjata zin€, ktera protinala zini r v bodé
M tak, aby |OM| byla zvolenou vyskou v vysledného trojihelniku.
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Obr. 8 Gangloffiv planimetr

O Gangloffovi je znamo, Ze své vynalezy neustale zlepSoval. Jeho plani-
metr z roku 1876 znazornuje obr. 1. Rameno, jez vyrobil ve tvaru kovové
pasky, mélo pét rysek urcujicich bod M pro mapy ruznych méritek a pro
meéreni jak ve starych rakouskych jednotkach, tak i v nové zavedené met-
rické soustavé, viz [3].

Kdyz roku 1877 popsal vidensky profesor Josef Schlesinger své vynalezy,
tachygraf a tachygraficky planimetr v rozsahlé publikaci [8], reagoval na to
prof. Frantigek Miiller ¢lankem [7]. Ukdzal, ze Gangloffav i Schlesingeriiv
planimetr jsou v podstaté stejné, a ze objev prislusi Gangloffovi, nebot je
jeho vynalez o 21 let starsi. Prioritu vynélezu pfiradil Gangloffovi i ve své
vyznamné uéebnici [6] a z téchto prament se poznatek zfejmé dostal do
encyklopedii a navazujicich praci.

Kolem roku 1908 se s Miillerovym ¢lankem seznamil mlady polsky astro-
nom Lucjan Grabowski, ktery tehdy pusobil jako stipendista v Némecku.
Aby uvedl véci na pravou miru, sepsal v néméiné ¢lanek [4] o polskych
vynalezech planimetri. Ukéazal, Zze principidlné stejny planimetr sestrojil
Zaremba o 27 let diive nez Gangloff. Clanek tehdy jesté neznamého védce
byl zapomenut.
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Planimetr s ipravou pro méfeni popsané v odstavci 2 vyrabéla v sedm-
desatych letech 19. stoleti némecka firma Mechaniker Sickler v Karlsruhe.
Byva oznacovan jako planimetr Dasnoytv, viz [2] a [6].

Kromé Schlesingera si podobné planimetry nechal patentovat Hierony-
mus Totsching z Insbruku (1905 a 1919). Gangloff se v dobé Zarembova
objevu ucil lesnikem nedaleko hranice s Polskem. Nevime, zda Zarembuav
vynalez znal, nebo zda planimetr objevil nezavisle na ném. Zadost o patent
pravdépodobné nepodal.

Obr. 9 Gangloffiv planimetr, origindl a model

4. Namét pro zajmovou praci

Model Gangloffova planimetru z obr. 9 vpravo si mizeme snadno porfi-
dit. Za méfitko ploch zvolime delsi pravitko a jako jezdec poslouzi obdélni-
kova plastova desticka. Pti jejim dolnim stfedu vyvrtame otvor o priméru
1 mm, provleCeme jim stejné silny hiebi¢ek a na néj nasadime rameno
vystfizené z tvrdsi plastové podlozky na psani. Osu ramene narysujeme
permanentnim fixem. Na jejim dolnim konci je tfeba vyvrtat otvor pro
otacivé pripojeni k jezdci. Po nasazeni ramene narazime na hiebik vcéelar-
sky mezernicek (nebo jiny vhodny objekt), aby ¢asti drzely pohromadé.

Planimetry Ize vyrobit svépomoci a praci s nimi bychom méli zamérit
na rozvoj geometrického mysleni. Metodické rozpracovani nechavam na
uciteli. Doporucoval bych nejprve smérovat studenty k nalezeni postupu
z odstavce 1. Mtzeme zacit obecnym ¢tyfthelnikem nebo pétithelnikem a
rameno planimetru opatfit stupnici. Nechat zéky, zda sami objevi néjaky
postup méfeni obsahu. Pokud budou netispésni, zvolime vhodnou napo-
védu. Po zvladnuti zéklad@ lze procvi¢it slozitéjsi situace. Resit tlohu,
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je-1li pfi pocatecni poloze pouze jeden vrchol Gtvaru na pfimce q. Seznamit
s pojmem orientovaného obsahu a metodou jeho piimého méieni. Resit
problém, jak jednim méfenim nalézt soucet nebo rozdil obsahii dvou mno-
hotihelnikd, je-li jeden mnohothelnik vné (nebo uvniti) druhého, apod.

Model planimetru lze téz vytvofit v dynamické geometrii a vyuku pro-
vadét pouze na pocitaci, bez pouziti mechanickych pomtcek. Pripadné
mizeme vyzkouset oboji a uvést i néco z historie.
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