Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 261 a 262 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2020 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 261
Dokazte, ze desitkovy zapis né€které prirozené mocniny ¢isla 2021 zacina
Ctyicislim 2020.
Pavel Caldbek
Uloha 262
Je dan tétivovy ctyruhelnik ABCD. Kruznice, kterd prochézi vrcholy
A a B daného ¢tyiuhelniku, protind jeho thlopticky AC, BD po tadé ve
vnitinich bodech K, L. Polopfimky AL a BK protinaji kruZnici opsanou
¢tyFuhelniku ABCD po fadé v bodech P (P # A) a Q (Q # B). Dokaite,
ze piimky C'D a P( jsou rovnobézné.
Jaroslav Svrcek

Dale uvadime fesSeni tiloh 257 a 258, jejichz zadani jsme zvefejnili ve ¢tvr-
tém ¢isle lotiského (28.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 257
V pravouhlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB protind osa vnitiniho
thlu u vrcholu B odvésnu AC' v bodé D. Necht E je bod polopiimky C'B
pro ktery plati |AD| = |DE|. Dokazte, ze body A, B, D, E leZi na téze
kruznici.
Robert Geretschliger & Jaroslav Suréek

Reseni. Ozna¢me C’ patu kolmice z bodu D na pieponu AB. Jelikoz BD
je osa vnitiniho tthlu trojuhelniku ABC u vrcholu B, je bod C’ obrazem
bodu C' v soumérnosti podle osy BD a plati tak |CD| = |C'D|. Ze zadani
plyne |AD| = |DE|. Pravothlé trojihelniky CDE a C'DA se tak shoduji
v preponé a jedné z odvésen, podle véty Ssu jsou shodné a shoduji se tedy
i ve vnitfnich thlech pii vrcholech F a A.
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o D~ A c D, A

Pokud je bod B bodem tusecky CE (obr. vlevo), je vidét usecka BD
z bodli E a A pod stejnym tthlem a body A, B, D, E lezi na téZze kruznici.
Naopak, pokud je bod E bodem tsecky C'B (obr. vpravo), je ve ¢tyfihel-
niku EDAB soucet velikosti vnitinich thlid u protéjsich vrchola F a A
roven 180°, odkud opét plyne dokazované tvrzeni.

Jiné reseni. Podle véty o mocnosti bodu ke kruznici stac¢i dokazat rovnost
|CD|-|CA| =|CB|-|CE|.

Pfi obvyklém znaceni stran trojihelniku ABC mame |CA| = b, |CB| = a.
Osa thlu déli protéjsi stranu v pomeéru prilehlych stran, plati tak

ab be

|CD| = . |DE|=|AD| = .
a—+c a—+c

Z pravouhlého trojuhelniku C'DE podle Pythagorovy véty dostaneme

be \? ab \2
|CE| = V/|DE|* — [CD|* = - = (1)
a+c a+c

2

= b 2 —a?= b (2)

a—+c a—+c
Plati tak
ab?
|ICDI-|CA| = =[CB|-|CE],

a-+c

coz jsme chtéli dokazat.

Spravné fesSeni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Netplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
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Uloha 258
Dokazte, ze pro libovolné realné ¢islo = plati nerovnost

ot 422 +1> 2% (22 + 1).

Pro kterd x nastane rovnost?
Robert Geretschliger

Reseni. Dana nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
at =22 — 2?2+ 20+ 1 >0,
ktera plati, protoze postupnymi ipravami dostavame
et =23 — 2?42+ 1=
=at4+ 2?4+ 1-20% — 222 + 22 = (2 —2 - 1) >0,

jelikoz druhd mocnina realného cisla je nezaporna.
Rovnost v této nerovnosti nastane, pravé kdyz z2 —x — 1 = 0, tj. pravé

kdyz
1++5
TR

Jiné teseni (podle Piotra Kulisze). Ekvivalentni nerovnost
x4—2x3—x2—|—2x+120

ziejmé plati pro z = 0. Pokud z # 0, miZeme obé strany dané nerovnosti
délit ¢islem 22 a jeji levou stranu pak upravit do tvaru

etea2)or= () o Do [-2)

Uvedeny vyraz na levé strané€ nabyva vyhradné nezdpornych hodnot, proto
dana nerovnost plati. Stejné jako v pfedchézejicim feSeni najdeme body,
ve kterych nastava rovnost.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci.

Pavel Caldabek
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