Priloha Casopisu
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Ro¢nik 29 (2020), ¢islo 2

Ulohy 1. kola (doméci ¢4st)
70. roéniku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-T1
Na tabuli jsou napsina (ne nutné rtiznd) prvocisla, jejichz soucin je
105krat vétsi nez jejich soucet. Urcete vSechna napsanda prvocisla, pokud
jich je a) pét; b) sedm.
(Tomds Jurik, Jaromir Simsa)

A-1-2
V ostrotthlém trojuhelniku ABC lezi na strané BC body D a E tak, ze
D jemezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je takovy bod, ze
FD | AB a FE || AC. Dokazte, ze |FB| = |FC|.
(Patrik Bak)

A-1-3
Jsou-li a, b, ¢ navzajem rtznd kladna redlna ¢isla, jaky je nejmensi mozny
pocet riaznych cisel mezi ¢isly a + b, b + ¢, ¢ + a, ab, be, ca, abc?
(Patrik Bak)
A-T4
Nejvétsiho délitele d prirozeného ¢isla n > 1 s vlastnosti d < n nazveme
jeho superdélitelem.
(i) Dokazte, Ze dané pfirozené ¢éislo d > 1 je superdélitelem jen koneéné
mnoha cisel.
(ii) Ozna¢me s(d) soucet vSech &isel, jejichz superdélitelem je dané ¢islo
d > 1. Rozhodnéte, zda existuje liché ¢islo d > 1 takové, ze s(d) je

nasobkem ¢isla 2 020.
(Michal Rolinek)
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A-1I-5

V trojuhelniku ABC' ozna¢me S,, Sy, S. postupné stiedy jeho stran
BC, CA, AB. Dokazte, ze pro libovolny bod X rtzny od bodi S,, Sy, S.
plati

- {|XA X B |XC}<2
XS] (XS 1X5: ) =7

(Patrik Bak)

A-1-6
Mé¢jme 70 zhasnutych zarovek. Pro libovolnou skupinu zarovek jsme
s to pripravit prepinac, ktery zméni stav kazdé zarovky z této skupiny
(zhasne rozsvicené a rozsviti zhasnuté) a ostatni zarovky neovlivni. Jaky
je nejmensi pocet prepinacli, pomoci nichZ je mozné rozsvitit libovolnou
¢tvefici zarovek (pficem? ostatni budou zhasnuté)?
(Martin Melicher)

KATEGORIE B

B-I-1
Z ¢islic 0 az 9 vytvofime dvoumistné éisla AB, CD, EF, GH, 1J, pii-
¢emz kazdou ¢islici pouzijeme pravé jednou. Zjistéte, kolika rtiznych hod-
not muze nabyvat sou¢et AB+ CD + EF + GH + IJ a které hodnoty to
jsou. (Zéapisy typu 07 nepovazujeme za dvoumistna ¢isla.)
(Jaroslav Zhouf)

B-1-2
Jaké je nejvétsi mozna hodnota vyrazu

zy — 2%y — zy’,

jsou-li z, y kladna realna ¢isla? Pro kterd x, y se tato hodnota dosahuje?
(Mdria Domdnyovd, Patrik Bak)

B-1I-3

V ostrothlém trojuhelniku ABC jsou AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy
primét bodu A’ na vysku BB’ oznaéme D. Predpokladejme, Ze kruznice
prochézejici body B, C, D protne stranu AC' v jejim vnitfnim bodé E.
Dokazte, ze plati |DE| = |AA’|.

(Patrik Bak)
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B-1-4
Zjistéte, pro které hodnoty redlného parametru k£ méa soustava rovnic

|z + 6| +2|y| = 24,
|z +yl + |z —yl = 2k

lichy pocet feseni v oboru realnych Cisel.
(Pavel Caldbek)

B-1I-5
Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDEFG. Kolmice k pfimce DE
prochézejici bodem D protinad piimky CG a AB postupné v bodech P
a Q. Dokazte, ze |AQ| + |EF| = |GP).
(Maridn Poturnay)

B-1-6

Na planu o rozmérech 12 x 12 étvereckil se nachazi lod tvofend osmi
policky podél obvodu étverce 3x 3 (na obrézku je vyznacena Sedou barvou).
Na kolik nejméné policek je potieba vystielit, abychom s jistotou zasahli
lod alesponi jednou?

(Jozef Rajnik)

KATEGORIE C

C-I1-1
Urcete vSechny dvojice (m,n) pfirozenych ¢&isel, pro néz plati

m + s(n) =n+ s(m) = 70,

kde s(a) znadi ciferny soucet pfirozeného &isla a.
(Jaroslav Svrcek)
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C-1-2
Urcete, pro ktera prirozena ¢isla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 2 a —1
tak, aby soucet vSech ¢isel v kazdém Fadku a v kazdém sloupci byl roven 0.
(Jdn Mazdk)
C-I-3
V pravothlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB ozna¢me po fadé [ a U
stfed kruznice mu vepsané a dotykovy bod této kruznice s odvésnou BC.
Urdéete, jaky je pomér |AC| : |BC|, jsou-li thly CAU a C'BI shodné.
(Jaroslav Zhouf)
C-I-4
Urcete, jakych hodnot mize nabyvat vyraz

a+bc b+ca c+ab
a+b b+c c+a’

jsou-li a, b, ¢ kladnd realna c¢isla se souctem 1.
(Michal Rolinek, Pavel Caldbek)

C-1-5
Je déan trojuhelnik ABC s tézistém T. Na primkach AT a BT jsou
zvoleny po fadé body E a F tak, ze ¢tyfthelnik TECF je rovnobéznik.
Dokaizte, Ze isecky AC a BC déli isecku E'F na t¥i shodné ¢ésti.
(Tomds Jurik)

C-1-6
Na tabuli je napsano nékolik pfirozenych c¢isel od 1 do 100, pficemz zadné
z nich neni délitelné dvoumistnym prvocislem a soucin zadnych dvou z nich
neni druhou mocninou prirozeného disla.
a) Urcete nejvétsi mozny pocet ¢isel na tabuli.
b) Urcete nejvétsi mozny soudet ¢isel na tabuli.
(Jaromir Simsa)
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