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Pfesné konstrukce nékterych pravidelnych mnohothelnika pomoci pra-
vitka a kruzitka jsou pomérné zndmé, s nékterymi z nich se seznami zaci jiz
na zakladni Skole. Mnohdy se v8ak napf. pii vyuce matematiky ¢i deskrip-
tivni geometrie mezi zaky SS a posluchaci VS objevi pochybnosti, zda
znama konstrukee pravidelného pétithelniku, viz napf. [2] nebo [6], je
plesna ¢i pouze priblizna. Vycerpavajici odpovéd na otazku, které pra-
videlné n-thelniky 1ze zkonstruovat eukleidovsky (pomoci pravitka a kru-
7itka) presnd, déva nize uvedena Gaussova véta.'

Kromé trojihelniku a pétithelniku je dalsim pravidelnym n-thelnikem
s prvociselnou hodnotou n, ktery lze presné eukleidovsky zkonstruovat,
pravé az sedmnactiihelnik. Cilem tohoto prispévku je seznamit ¢tenare —
zdjemce o tuto problematiku — s jednou konstrukei pravidelného sedmnéc-
tithelniku.

Véta 1 (Gaussova)

Pravidelny n-tihelnik Ize zkonstruovat eukleidovsky, pravé kdyz pro po-
¢et n (n > 3) jeho vrcholi plati n = 2'pips...p;, kde i, j jsou cela
nezaporna ¢&isla a p1, pe, ..., p; jsou navzajem riznd Fermatova prvodisla.

Pozndmka. Fermatova &isla (prvoéisla) jsou takova pfirozend ¢isla (prvo-
Cisla), ktera lze zapsat ve tvaru 22" 4+ 1, kde s je piirozené &slo (napf.
17 =22" +1).

Po zvefejnéni Gaussova vysledku se vySetfovani prvoéiselnosti Ferma-
tovych ¢isel stalo pomérné dulezitym tkolem, na némz zacalo pracovat

1) Johann Carl Friedrich Gauss, némecky matematik a fyzik (*30. 4. 1777 v Braun-
schweigu, t23. 2. 1855 v Gottingen).
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mnoho matematiki. Jak se pozdéji ukazalo, neslo o snadny tukol. Ferma-
tovych prvocisel je doposud znamo pouze pét, a to pro s = 0,1,2,3,4,
pro s = 5 je viak &islo 22° 4 1 délitelné prvocislem 641. Dalsi Fermatova
prvodisla patrné neexistuji. Dosud jsou prozkoumané Fermatova ¢&isla do
hodnoty s = 32, kdy pro s = 5,6,...,32 je zndmo, Ze se jednd vesmés o
¢isla slozena.

Pfipomefime jesté, Ze zhruba pred 2000 lety Eukleidés z Alexandrie (cca
325 pf. n. . — cca 260 pf. n. 1.) védél, ze pomoci pravitka a kruzitka lze
presné zkonstruovat pravidelné mnohouhelniky s n (n > 3) vrcholy, kde
n = 2'375F pFicem? i, j, k jsou cela nezaporna &isla.

Ulohu ,sestrojit pravidelny n-tihelnik® lze pfevést na (totoznou) tlohu
,rozdélit kruznici na n stejnych ¢asti“. Pfi konstrukei pravidelnych mno-
hothelniki tak mtZeme nézorné poukazat na propojeni algebry a euklei-
dovské geometrie, nebot obrazy komplexnich ¢isel v Gaussové roving, jez
jsou kofeny binomické rovnice z” — 1 = 0, lezi na jednotkové kruznici a
rozdéli ji na n stejnych Easti (n shodnych kruznicovych oblouki). Sestro-
jit vrcholy pravidelného n-thelniku je tedy v podstaté tilohou o nalezeni
kofenti binomické rovnice. V praxi se Casto setkavame s tlohou sestrojit
pravidelny mnohotihelnik s danym polomérem kruZnice opsané ¢i danou
délkou strany. Zde pak vyuzivame stejnolehlosti. Jiz R. Descartes doka-
zal, Ze eukleidovskymi konstrukcemi lze sestrojit sloZzené vyrazy obsahujici
operace s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a vyuziti druhé odmocniny. Lze
tudiz pravidelny n-thelnik zkonstruovat, pravé kdyz je poloha jeho vrcholi
vyjadiena v Gaussové roviné algebraickymi vyrazy obsahujicimi pouze tyto
operace. Toto tvrzeni dokazal P. L. Wanzel v 19. stoleti, pfi¢emz vychazel
pravé z vyse zminéného Descartesova dikazu.

Gauss sice konstrukei pravidelného sedmnéactithelniku sam nepopsal,
dokéazal vSak néasledujici vétu udavajici polohy vrcholt rovnostranného
trojuhelniku, pravidelného pétithelniku a pravidelného sedmnéctitihelniku
(v souvislosti s polohou kofenii odpovidajicich binomickych rovnic na jed-
notkové kruznici), které jsou vyjadieny vyrazy zkonstruovatelnymi pouze
pomoci pravitka a kruzitka.

Véta 2

Pro cos - (n = 3,5,17) plati rovnosti
n
27 1

a) cos — = ——,
3 2
2 1

b — == -1

) cos 3 4(\/5 ),
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¢) cos X = - (—1+\E7+ 2(17—\/ﬁ)>+

+2\/17+3\E7—\/2 (17—\57) —2\/2 (17+\F7).

Drikaz provedeme podrobné pro pifipady n = 3 a n = 5. Hledame tedy
kofeny binomickych rovnic 23 —1=0a 2> —1=0.
Kofeny binomické rovnice z” — 1 = 0 muzeme vyjadfit jako komplexni
¢isla v goniometrickém tvaru zp = coskp +isinkyp pro k =0,...,n — 1,
27

kde ¢ = <*. Z Viétovych vzorct plyne, Ze soucet vech kofenti této rovnice

je roven nule, tj. 2o + 21 + 22 + ...+ 2,1 = 0. Z rozkladu
e l=(-DE" 4+ 2 4+1)=0
plyne zp = 1, a tedy
z1+z0+ ...+ 2z = —1. (1)

Pro n liché jsou kofeny zx a z,—x (k=1,...,n — 1) komplexné sdruzené
¢isla, a pro jejich soucet proto plati

2k + Zn_k = 2cos k. (2)

ad a) Snadno se vidi, Zze pro n = 3 je zg = 1, 21 + 220 = —1 a také

21 + 29 = 2cos . Odtud dostavame 2 cosp = —1 a po dosazeni za ¢ = %’“
obdrzime p¥imo cos %’r = f%, coz predstavuje znamou skutecnost.

ad b) Podobné pro n = 5 z rozkladu
P 1l=-DE*+2+22+2+1)=0

plyne, ze zg = 1, tedy 21 + 22 + 23 + 24 = —1, kde 21 a z4, resp. 22 a z3,
jsou komplexné sdruzena ¢isla. Ozna¢me dale

V1 = 21+ 24, (3)

Vg = 29 + 23.

Uzijeme-li (2), plati v1 = 2cosp, va = 2cos2p. Vzhledem k tomu, Ze

p= %’T, plati pro hodnoty v1 a vy nerovnost ve < 0 < v1.
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Pokud najdeme takovou kvadratickou rovnici, jejimiz kofeny jsou ¢isla
v1, U2, Ma tato rovnice uzitim Viétovych vztaha tvar

2% = (v1 4+ va)x + vive = 0.

Z (3) pfitom plyne vy + vy = —1.

Dale uréime hodnotu souéinu vy, vs. Nejprve pfipomenme nésledujici
goniometrickou identitu. Pro libovolné argumenty «, S plati znaAmé iden-
tita, kterou nésledné vyuzijeme.

2cosacos f = cos(a + B) + cos(a — ). (4)
Uzitim (1), (2), (3) a (4) postupné upravujeme
V1V2 & 4 cos pcos2p @ 2(cos 3¢ + cos p) © (23 + 22) + (71 + 24) &
=1 + vy (:5) —1.
Cisla vy, vs jsou tedy kofeny kvadratické rovnice 22 4+ x — 1 = 0, tj.

1 1
v1:2cos<p:§(\/571), v2:2cos2<p:f§(\/g+l),

pricemz ¢ = %’T Tim jsme dokéazali druhou z rovnosti uvedenou ve vété 2.
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ad ¢) Analogicky lze odvodit také piipad n = 17, ktery zde vSak pro
jeho vétsi rozsah a technickou naro¢nost nebudeme uvadét. Lze jej nalézt
napf. v [3].

Nazna¢ime jen odvozeni tfetiho vztahu z véty 2 a néasledné uvedeme
také konstrukci pravidelného sedmnactithelniku, ktera je popséna napf.
v [4].

Ozna¢me S soucet nasledujiciho vyrazu:
S =cosp+cos2p +cos3p + ...+ coskp, (5)

kde k je libovolné pfirozené ¢islo a pripomeinime dalsi znAmou goniomet-
rickou identitu, ktera je splnéna pro vSechny realné argumenty «, 8
a—p

ﬂsin 5 (6)

Obé strany rovnosti (5) nejprve vynasobime ¢islem 2sin £ a dostaneme

. . «
sina — sin 8 = 2 cos

2S'sin % = 2cos psin §+2 cos 2psin §+2 cos 3y sin ng. ..+2cos kpsin %
Na jednotlivé s¢itance na pravé strané sou¢tu uplatnime nyni vztah (6).
2Ssin £ = (sin 3¢ —sin $¢) + (sin 3¢ — sin 2p) + (sin 2o —sin 2¢p) + ...
...+ (sin(k + ) —sin(k — 3)p) =sin (k + 3) ¢ — sin 3.
Zavérem opét pouzijeme identitu (6) a po upravé dostaneme
)

cos 2(k+1)p - sin 2kep

S = —
sin 5

27

17, dostéavame

Polozime-li ve vztazich (5) a (7) k=16 a ¢ =
cos @ + cos2¢ +cos3p + ...+ cosl6p = —1.

Ze vztahu (2) plyne pro kosiny jednotlivych uhli v sedmnéctithelniku
rovnost

cos ¢ = cos 16, cos2p = cos1by, ... , cos8y = cos9yp, (8)
tj.
1
cosgo—i—cos?go—i—cosi’)go—i—...—l—cos&p:—5. (9)
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Pro liché nasobky ¢ tedy plati
1
cos p + cos3p + cosbp + ...+ coslbp = —5
Levou stranu posledni rovnosti rozlozime rozlozime na soucet m a n, kde

m = (cos ¢ + cos 13¢) + (cos 9y + cos 15¢), (10)
10
n = (cos 3p + cos5p) + (cos T + cos 11yp).

Potom m+n = —%. Nyni uréime hodnotu sou¢inu m-n. S ohledem na (8)
pak plati

m-n = (cos e + cosdp + cos 8y + cos 2¢p) -
- (cos 3¢ + cos 5y + cos Ty + cos bp) =
= €08 ¢ €oS 3 + €OS Y cos HY + €Oos p cos Ty + cos @ cos by +
+ cos 4y cos 3¢ + cos 4 cos p + cos 4 cos Ty + cos 4y cos 6p +
+ cos 8¢ cos 3y + cos 8p cos by + cos 8y cos Ty + cos 8 cos 6y +
~+ 08 2 cos 3¢ + cos 2¢ cos 5 + cos 2¢ cos Ty + cos 2¢ cos 6.
Pouzitim rovnosti (4) na kazdy ze Sestnacti s¢itanci na pravé strané pie-

deslé rovnosti a naslednym vyuzitim (9) jiz p¥imo obdrzime

1
m-n = 2(cosp+ cos2p +cos3p + ...+ cos8p) =2+ (—2> =-1.

Cislam an jsou tudiz kofeny kvadratické rovnice 222 + 2 — 2 = 0, pro
néz plati
1 1
mzz(\/17—1); n:—z(\/17+1). (11)

Polozime-li m = cotg a, kde « je vhodné realné ¢islo, je ziejmé n = —tg a.
Ozname nyni

p=cosp+cosldp, ¢g=cos9p+ coslby, (12)
r = cos3p + cos by, s=cosTy+ cosllp. (13)
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Opétovnym pouZzitim vztahi pro soudin dvou kosint (4) dostaneme

1
2pq = cosp +cos2¢p +cosIp + ...+ cos8p = 5

tj. pg = —% a podobné rs = —i.

Kvadraticka rovnice, jejiz kofeny jsou p, ¢, mé tedy tvar
4a? —dma — 1 =0, (14)
podobné, kvadratickd rovnice, jejiz kofeny jsou r, s, mé tvar
42® —dnxr —1=0. (15)

Z rovnice (14) ziskdme nasledné kofeny ve tvaru

m+ 4/ 5(m? + 1) = § cotg 1o,

N[

p:

g=1im—/i(m2+1)=—-1tgi

2%

pri¢emz koten p je kladny, nebot jak cos p, tak cos13¢ jsou kladna ¢isla.
Analogicky pro kofeny rovnice (15) plati

r= e R0 1= d g (50,

s=1in—/i(n2+1)=—-1 cotgl (2 —a).

B}

Prvni z rovnosti ve vztahu (12) lze také zapsat vyuZitim (2) ve tvaru
cos + cosdp = p. Aplikujeme-li (4) na prvni rovnost v (13) ziskame
cos 3 + cosbyp = 2cos p - cosdy = r, tj.

cos p + cosdp = % cotg %a,

cosp-cosdp =1 tgl (2 —a).

Polozime-li 2cosp = wy a 2cosdy = ws, jsou hodnoty w; a wy kofeny
kvadratické rovnice

9 Q@ (7r a)
—wcotg—+tg(—~— =) =0. 1
w” —w cotg 5 s{7 3 0 (16)

Jejim feSenim zjistime, ze kofen w; = 2cos¢ = 2cos ?—T; je dvojnasob-
kem hodnoty tietiho vztahu z véty 2.
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V ¢lanku [4] je provedena jina tvaha, kterd vede k efektivngjsi kon-
strukci sedmnéctithelniku a kterd umozni stanovit postup, jak sestrojit
ahel ¢ (a nékteré jeho nasobky) na jednotkové kruznici:

Uvazujme kruznici k se stfedem v pocatku kartézského souradnicového
systému a polomérem 1, tj. kruznici vyhovujici rovnici

> +y? =1 (17)

a dale dvé primky
y=-—wi(zr—1), i=1,2, (18)

kde wy = 2cosp a we = 2 cos 4y, které prochazeji bodem A = [0;1] kruz-
nice k. Tyto pfimky protinaji kruznici & (kromé bodu A) jesté v bodech I,
J (obr. 2). Rovnici p¥imky u = I.J, ktera prochazi témito body, lze zapsat
v tsekovém tvaru :
—++=1 19
-ty =1 (19)

kde a, b jsou vhodné nenulova realné ¢isla. Dosadime-li do (19) y = w(z—1)
(viz vztah (18)), pak po upravé dostavame

_a(w—0b)
 aw—=0b"
tj.
bla — 1w
T aw-—b

Tyto vyrazy dosadime za z a y do (17) a po elementarnich apravach zis-
kame kvadratickou rovnici o nezndmé w
2a a+1
2
w—w——x+ ——=0
bla—1) a-—1 ’

ve které nyni polozime

2a o a+1 le} 2
a =t

_ 2 ol @a_ 20
bla —1) ey a1 873 1+cotg§’ (20)

coZ je z¥ejmé rovnice (16).
Dale soucasné plati
2

tge a b
a=—cotg— a b=-—-——.
gQ 1+ cotg 5
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Rovnice pfimky u je ve tvaru

2xtg%—y(1+cotg%)+2:0,

pro jeji sestrojeni lze pouzit tsecku délky |a| a bod G = [1;2tg §].
Popis konstrukce je tedy nasledujici, viz obr. 2:

A .(r] 3

Eﬂf
My, > M,

M,

Obr. 2

Sestrojime jednotkovou polokruznici k se stfedem O, viz (17), pramér
oznacime AB. Stfedem O polokruznice vedeme kolmici k ptimce AB,
prusecik této kolmice s polokruZnici k£ ozna¢me C.

Sestrojime bod D, pro ktery plati |[AD| = 1 |OA| a AB L AD.

Sestrojime bod E na polopfimce AD, pro ktery plati |[DE| = |DO|.
Plati |AE| = (V17 +1), viz (11), tedy velikost Ghlu AOFE je o a
velikost thlu ABF je /2, viz (20), kde bod F' je pruse¢ik polokruz-
nice k s pfimkou OF.

Sestrojime bod G na poloptimce AD, pro ktery plati |AG| = 2tg §,
viz (20). Vzhledem k tomu, ze |AB| = 2, je AG odvésnou v pravo-
thlém trojahelniku ABG, kde G je prisecik BF a AD.

Bodem C' vedeme rovnobézku s piimkou BG, ktera protne pfimku
AB v bodé H, tsecka OH ma velikost |al, tj. cotg § (ze vztahu (20)
plyne a = —cotg §).
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e Primka HG (pfimka u) protne kruznici k v bodech I, J.

e Body I, J promitneme z bodu A na p¥imku OC do bodu K, L, pro
které plati |OK| = w; = 2cosp a |OL| = we = 2cosdyp, viz (18).

e Sestrojime kruznici k' o poloméru 2 soustiednou s kruznici k. Body
K, L vedeme rovnobézky s piimkou AB, které protinaji kruznici &’
v bodech My, My, Mys, Mig. Velikost thlu KOM; je ¢ a velikost
thlu KOMy je 4p. Nasli jsme tedy hledany thel uréeny polohou
bodi ma jednotkové kruznici a body My, My, M3, Mig jsou tedy
vrcholy hledaného sedmnéactiahelniku.

Obdobnym zptsobem bychom mohli pokrac¢ovat pro velikosti thli 2¢
a 8y, 3¢ a bp, 6p a Tp.

Timto postupem lze tedy sestrojit vrcholy pravidelného sedmnactia-
helniku s jednotkovou kruznici opsanou. Pokud bychom chtéli sestrojit
pravidelny sedmnéctitihelnik s kruznici opsanou, ktera ma jiny polomér,
sta¢i vyuzit stejnolehlosti se stiedem O a (kladnym) koeficientem raznym
od jedné.
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