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V poslednich letech snad kazdy z nas mohl zaznamenat fadu reportazi,
¢lankt ¢i jen b&znych rozhovort mezi lidmi tykajicich se problému pfemno-
Zeni urc¢itého zivoc¢isného druhu (nap¥. hrabosi, divoka prasata, lykoZzrout
smrkovy apod.). Pritom schopnost organismui rozmnoZovat se patfi mezi
zékladni projevy Zivota, nebot zajistuje zachovani rodu a druhu. Kazdy
organismus voli pfi rozmnoZovani (reprodukci) uréitou strategii, a to jak
pokud jde o pocet potomkti, tak pokud jde o péci, kterou potomstvu vé-
nuje.”) Na druhou stranu je rozmnozovani organismi za b&znych podminek
ovlivnéno fadou riznych faktori ovliviiujicich reprodukéni tspéch, tedy
skuteény pocet potomk.

Prestoze ¢lanek tématicky vychézi z oblasti biologie, obsahové se zamé-
fuje na matematicky popis reprodukénich schopnosti (potencialit) Zivodi-
chi. V ¢lanku uvedeme tfi rizné druhy organism, které jsou v poslednich
letech zminovany vzhledem ke skuteénému nebo potencidlnimu naristu
pocetnosti jejich populaci. Vysoké stavy ¢i dokonce pfemnozeni uvazova-
nych organismu vytvari situace, kdy v zemédélstvi (napf. hrabo§) nebo
lesnictvi (napf. lykoZrout smrkovy) dochézi ke vzniku obvykle lokélnich,
nicméné nikoliv zanedbatelnych skod.

Reprodukéni potencial

Reprodukéni potencidl mtzeme chapat jako maximéalni rychlost ristu
za, predpokladu trvale optiméalniho sloZeni populace a trvale optiméalnich

1) N&které organismy (vCetné ¢lovéka) svym nemnoha potomkim ¢asto poskytuji dlou-
hodobou pééi a zajistuji jim tak vysoké Sance na preziti. Takové druhy biologie oznacuje
jako K-stratégy. Jini se reprodukuji rychle, ale pokud se nevyviji v umélém prostiedi,
vétsina potomkl nepfezije do dospélosti. Takové druhy biologové nazyvaji R-stratégy.
Oba pojmy jsou do jisté miry relativni, nebot je tfeba brat v uvahu, které organismy
takto porovnavame. Pokud takto srovname tfi druhy zminéné v ¢lanku, pak lze jisté
ve dvojici hrabos-prase klasifikovat hrabose jako R-stratéga a prase jako K-stratéga.
Porovnani dvojice prase-vlk ovSem posouva prase k R-strategii a hodnoti vlka jako
K-stratéga.
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podminek prostiedi. V realnych podminkach obvykle organismy vyuzivaji
reprodukéni potencial pouze ¢asteéné, nebot prostiedi samo vytvari jisty
odpor k mnozeni.

Uvedme nyni stru¢né ndkteré zakladni vlastnosti uvazovanych orga-
nismi, které se tykaji zejména etologie rozmnozovani. Uvedené informace
budou vychodiskem pro nédvrhy modela tykajicich se maximalniho repro-
dukéniho potencialu jednotlivych druht.
republice. Samice vyvadi mladata (obvykle 3 az 10) tfikrat az sedmkrat
ro¢né, pficemz potomci dosahuji pohlavni dospélosti jiz velmi zéhy. Samice
mizZe byt pohlavné dospéla jiz v 13. dni Zivota a vlastni mladata miZze mit
zhruba ve 35 dnech véku [1].

Prase divoké je typickym vSezravcem, schopnym velmi dobfe se pfi-
zpusobit podminkam kulturni krajiny Ceské republiky. Samice (bachyné)
prasat divokych pohlavné dospivaji v 8. az 10. mésici zivota, samci pfi-
blizné ve véku 2 let. Samice je bfezi pfiblizné 4 mésice a k vrhu mladat
dochéazi obvykle v obdobi od bfezna do kvétna, pfi¢emz pocet mladat ve
vrhu se pohybuje od 3 do 12 [2].

Vlci jsou piikladem zivocisného druhu, ktery se po tplném vyhubeni na
prelomu 19. a 20. stoleti postupné vraci na Gzemi Ceska. Pifslugnici druhu
jsou prevazné monogamni, tj. tvori trvalé pary, které spolu zustavaji az do
smrti jednoho z partnerii. Samice zabfezavaji ve volné prirodé obvykle po
dosazeni véku dvou let a maji dale jeden vrh do roka. Takto produktivni
mohou byt az do smrti. Bfezost samic, které trva 62-75 dni, je obvykle
ukoné¢ena vrhem 5-6 vi¢at [3].

Predmétem ¢lanku je vytvoreni jednoduchych matematickych modeli
reprodukéniho potencidlu a jejich porovnani s modelem exponencialniho
rustu, ktery je popisovan v literatufe. Pfestoze je problematika populaéni
dynamiky a jeji modelovani obvykle tizce svizana s pouzitim vySsi ma-
tematiky (napf. diferencialnich rovnic), v ¢lanku se zaméfime pouze na
takové oblasti, které 1ze matematicky popsat zptisoby dostupnymi st¥edo-
Skolskym studentim (geometrické posloupnosti, logaritmy).

Modely
P1i vytvéafeni jednotlivych modeli pouZijeme nasledujici parametry:
e pocet a pomér jedinci ve vrhu,
e pocet generact v pribéhu roku ¢&i sledovaném obdobf,
e koeficient ubytku v priabéhu roku ¢i sledovaném obdobi.
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Pouzité parametry modela, které vychazi z etologie jednotlivych druh,
budeme uvazovat jako primérné hodnoty, které lze podle potfeby ménit.
Do reprodukece budou vstupovat vSechny pafeni schopné (dospélé) samice,
pricemz délka bfezosti ¢i délka obdobi mezi dvémi reprodukénimi cykly
bude vyjadiena vySe zminénym podctem generaci.

Pevné urceny pomér pohlavi

V prvnim piipadé pouzijeme pro vSechny tii druhu stejny pocet i pomér
jedinct ve vrhu, rozdil bude predstavovat pouze pocet generaci za rok
(tabulka 1). Postupy zde naznafené dale vyuZijeme pro zobecnéni vypoctu
v dalsi ¢asti ¢lanku.

Pocet jedincd Pomér pohlavi Pocet generaci

ve vrhu (6 : @) ve vrhu za rok
hrabo$ polni ) 2:3 )
prase divoké 5 2:3 1
vlk obecny 5 2:3 0,5

Tabulka 1 Parametry pouzité pro sestaveni modelu reprodukéniho potencialu
pro pevné uréeny pomér pohlavi

Generace . Samic? « Samci‘ Celkem
nové narozené celkem|nové narozeni celkem
1. 3 3 2 2 5
2. 12 15 8 10 25
3. 48 63 32 42 105
4. 192 255 128 170 425
5. 768 1023 512 682 1705

Tabulka 2 Pocty jedinci podle pohlavi a celkem podle parametri uvedenych
v tabulce 1

V tabulce 2 jsou zaznamenané pocty jedinct podle pohlavi i celkem
tvofici potomstvo jedné samice (0. generace). Z udaji v tabulce uvedenych
snadno zjistime, Ze pro zvoleny pocet a pomér pohlavi potomki jedné
samice v dané generaci roste pocet jedincti sami¢iho pohlavi tempem, které
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odpovi trojnasobku poc¢tu samic (véetnd samice z 0. generace) v predchozi
generaci.
Celkovy pocet potomku sami¢iho pohlavi po n generacich vyjadiuje
vztah
Psamice =4" — 1,n € N. (1)

P1i rozboru tempa ristu poctu jedinci saméiho pohlavi musime vzit
v tvahu zavislost po¢tu nové narozenych samci v n-té generaci na pocétu
samic schopnych reprodukce, coz jsou v naSem modelu v8echny samice
v (n — 1) generaci. Pocet nové narozenych samci v n-té generaci je tedy
dvojnasobkem poétu samic (veetné samice z 0. generace) v (n—1) generaci

2.4""1 neN.

Pfi stanoveni celkového poc¢tu jedinct saméiho pohlavi po n generacich
uvazime, ze fazeno po obdobich, tvoii pocty jedinct geometrickou posloup-

nost 2, 8, 32, 128, 512, ..., jejichz souet pro prvnich n ¢lend vyjadiuje
vztah N 4 4
g —1 1 1
Psa»mci:alqi1 :2471 =2- 3 . (2)

Celkovy pocet jedincii obou pohlavi po n generacich (mazimdini repro-
dukéni potencidl) je sou¢tem vyrazii z rovnic (1) a (2)
4" -1 5.4 -5

Pcelkem = ]Dsamice + Psamci =4"-14+2- 3 = 3 . (3)

Pokud zvolime jako pfiklad pocet jedincti na konci druhého roku, pak
podle udaju v tabulce 1 a vzorce (3) by teoreticky mazimdlni reprodukeni
potencidl jedné samice Cinil v pripadé:

e hraboge celkem 1 747 625 jedinci (10 generaci),

e prasete celkem 25 jedinct (2 generace),

e vlka celkem 5 jedincii (1 generace).

Promeénlivy pomér pohlavi

V predchozi ¢asti byl pocet a pomér nové narozenych jedinci pevné
urcen hodnotami uvedenymi v tabulce 1. V této ¢asti ukdzeme, ze pouzity
rozbor neni nutné provadét ad hoc pro kazdy jednotlivé zvoleny model po-
¢tu a poméru pohlavi jedincti. Naopak, pokusime se vypocet v maximalni
mife zobecnit a zredukovat.
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[ ]

Celke;’n

38001 Pocet
36001 jedincl
34001
3200+
3000
28001
26001
24004
2200+
20001
1800+
1600+
14001
1200+
1000
8001
6001
400+
200

Samice
Samci

Generace
1 2 3 4 5 6 7

Obr. 1 Pocet jedincti po n generacich podle rovnic (1), (2) a (3)

Pocet jedinci Pomér pohlavi Pocet
ve vrhu (¢ : Q) ve vrchu generaci

p (p—p1):;m n

Tabulka 3 Parametry pouzité pro sestaveni modelu reprodukéniho poten-
ciadlu pro proménlivy pomér pohlavi

Celkovy pocet potomki samic¢iho pohlavi po n generacich vyjadiuje
vztah

[)samice:(1 +p1)"—1, n € N. (4)

Pocet samct v n-té generaci je (p — p1) nasobkem poétu samic v (n — 1)
generaci

(p—p1)(L+p1)"
a tvofi tak geometrickou posloupnost

(p—p1), (—p)A+p1), (p—p1)A+p1)% ...,
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kde soucet prvnich n ¢lent

(I+p)"—1

, neN, 5
. (5)

Psamci = (p 7p1) .
urcuje celkovy pocet samdéich potomka po n generacich.

Maximalni reprodukéni potencial

Mazximadalni reprodukcni potencidl jedné samice po n generacich je soud-
tem vyrazt z rovnic (4) a (5)

. 1+p)" —1
Pcelkem:(1+pl) _1+(p_pl)%:

p
=Z(@+p)=1). ()
4!
Na obr. 2 vidime model pro konstantni pocet potomku ve vrhu, graf
ukazuje obraz typicky pro neomezeny rist.

2800+ Pocet
26004 potomkd
2400
2200
2000+
1800
1600+
1400+
1200+
1000+
800+
600+
4001
2004

Generace
| ; ! )

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 2 Pocet jedinct po n generacich podle rovnice (6) pro 4 potomky; prvni
kiivka vpravo odpovida jedné samici ve vrhu, smérem doleva pocet samic ve
vrhu stoupéa po 1
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Reprodukéni potencial s ibytkem

Model, ktery jsme popsali rovnici (6) mé zcela jisté znacné daleko ke
skuteénému stavu. Déle se tedy pokusime o jisté pfibliZzeni realité formou
vlozeni koeficientu, ktery bude popisovat jednak konstantni (k), jednak
pomérny (u) ubytek jedincti samic¢iho pohlavi. Postupné tak pro pocet
jedincti sami¢tho pohlavi v jednotlivych generacich plati:

Generace Pocet samic
0. 1
1 1+p—k
2. (I+p)?—Q+p)k—k
3. (I+p1)* =1 +p)’k—(L+p)k—k
4

(T+p)' = (L +p)*k = (1 4+p1)?k— 1+ p)k -k

(A+p)"—1
n. I4+p)"—k 51

Celkovy pocet potomki jedné samice sami¢iho pohlavi po n generacich
s konstantnim dbytkem k vyjadiuje vztah
p1—k
Y4

(@+p)=1),neN 0<k<p. (7

Psamice =

I v pfipadé zapo¢itani konstantniho ubytku je vysledkem (sice pomalejsi,
ale pfesto) neomezeny rist, ve kterém se konstantni ubytek zietelné pro-
jevuje pouze v nékolika prvnich generacich.

V dalsim modelu budeme uvazovat miru abytku p jako pomérnou ¢ast
jedincti dané generace, pficemz 0 < p < 1. Pro pocet jedinct sami¢fho
pohlavi v jednotlivych generacich v tomto pfipadé plati:

Generace Pocet samic
0. 1
1. T+pr—p(l4+p) =1 +p)(1—p)
2. (4P = wp1 = (A +p) A= ppr) = A+ p1) (1= 0Py
3. <(1 +p1)(1 - u)2p1>p1 - u((l +p1)(1 - u)2p1)p1 = (L+p1)(1 - p)’pi

n. (14 p1)(1 = p)mp} !
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pocet
Jjedinct P1=5 p1=4

poclet
jedincii

S

tas

Obr. 3 Modely s tibytkem pro g = 0,6 (nahoie), pro &tyii samice v potomstvu
(dole)

Celkovy pocet potomki jedné samice sami¢iho pohlavi po n generacich
s mirou ubytku p vyjadiuje vztah

p1+1
P

Hodnota parametri p a p; nebude v realnych podminkach konstantni,
nybrz bude odpovidat fadé faktort urcujicich reprodukéni uspéch jedinct
v jednotlivych generacich. PFijméme proto vztah popsany rovnici (8) jako
model, ktery srovnédme s pristupem zminovanym v literatufe.

Psamice =

((1—M)p1)n—1,n€N,O§M<1. 8)
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Exponencialni rist

V této sekci se pokusime srovnat vztah popsany rovnici (8) s rovnicemi
znamymi z literatury, které popisuji tzv. exponencidlni rist. Napr. Kalas
(2001) uvadi pro exponencialni rist rovnici®

z(t) = z(0) e, (9)

ktera popisuje pocet jedincii tvoficich populaci v ¢ase t, kde z(0) je poca-
te¢ni stav populace v ¢ase t = 0 a A je pfirozeny logaritmus realného ¢isla
vétgtho nez 1 [5]. PiestoZe rovnice (8) urcuje pocet potomki jedné samice
v n-té generaci a rovnice (9) pofet jedincii tvoficich populaci v Case t,
neméli bychom pfehlédnout urcité spoleéné rysy obou vztahii. V obou
rovnicich nalezneme jak ¢len (¢i vyraz) ur¢ujici po¢atecni stav, tak expo-
nencialni vyraz charakterizujici riist po¢tu potomki (popi. populace). Bez
podstatné Gjmy na platnosti bychom tedy mohli v rovnici (8) vyraz pro
pocate¢ni podet Z ;rl nahradit ¢lenem z(0) a vyraz ((1 — pu)p1)"™ vyrazem
e M. V piipadé, Ze polozime n = t, pak

(1= pp)' =eM e X=n(1 - wp),

kde pro (1—p)p; > 1 mluvime o exponencidlnim ristu, pro 0 < (1—pu)p; <
< 1 pak o exponencidlnim poklesu.

Dodejme, ze pouziti Eulerova ¢&isla e v zakladu exponencialni funkce je
ve vztazich odpovidajicich rovnici (9) pomérné bézné (napf. v matema-
tické biologii), nebot takto vyjadfeny exponenciilni rist usnadiiuje dalsi
souvisejici vypocty.*)

Prirozenym pokra¢ovanim tématu by bylo zvaZzeni vnitrodruhové kon-
kurence vyplyvajici z omezenych zdrojua, kterd zvySuje tmrtnost nebo sni-
Zuje porodnost. Miru rastu populace bychom volili jako klesajici funkci

2)Rovnice je oznadovéana také jako Malthusiiv model podle Thomase Malthuse (1766—
1834), ktery rist populace poprvé matematicky modeloval v eseji An FEssay on the
Principle of Population vydané v r. 1798 v Londyné. Malthus sam tvrdil, ze velikost
zdroji potravy muZe rist pouze linearné (aritmeticky), takZe exponencialni (geomet-
ricky) rist velikosti populace nenf udrzitelny. Malthustv model dava dobré vysledky pro
kratsi ¢asové useky a mensi populace, pro vétsi populace a delsi ¢asové tseky sméfuje
k neomezenému ristu [5].

3) Zmifime nap¥. skuteénost, ze hodnota smérnice te¢ny ke grafu funkce y = €% v jejim
libovolném bodé je rovna hodnoté funkce v daném bod&. Jestlize bude nap¥. C|c, ] bod
dotyku te¢ny ke grafu funkce y = e¥, pak pro rovnici te¢ny plati vztah y = ez+ec(1—c),
kde €€ je smérnice tecny.
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velikosti populace a pouzitim prostfedki vyssi matematiky (diferencialni
pocet) dospéli k tzv. logistickému ristu, coz je shora omezena funkce, ktera

se svymi hodnotami postupné blizi nosné kapacité prostiedi, ve kterém se
populace nachézi.

Zaveér

Pokud si polozime otazku zpiisobem naznacenym v predchozich sekcich,
pak z matematického pohledu mtZzeme nabidnout jednozna¢nou odpovéd,
tj. stanovit zptsob, jak urcit mazximdlni reprodukcéni potencidl. Pohled ma-
tematika a biologa na stejny problém vSak nemusi a v fadé pfipadi pa-
trné ani nebude stejny. V misté, kde nalezenim pozadovaného vztahu konéi
prace matematika se biolog zacne ptat, do jaké miry je vztah aplikovatelny
ve skute¢nych podminkéch a jak relevantni jsou data, ktera nabizi. V zad-
ném bodé takovych uvah nelze opomenout skutecnost, Ze jde o potencidl,
jehoz pripadné vyuziti ovliviiuje fada faktori, z nichz zmihme napf.

e dostupnost potravy,

e vhodné klimatické podminky,

e tlak predatori,

e infekce snizujici pocetnost populace apod.

Jednotlivé zivo¢isné druhy tedy obvykle vyuziji jen ur¢itou ¢ast svého
potencidlu, ktery je navic druhové specificky (srovnejte s vySe uvedenymi
tdaji). Ve vyrazné mife se reprodukéni potencial uplatni napf.

e V prostiedi, kde je omezeny nebo prakticky nulovy tlak predétorii.
V cCeskych zemich mizeme zminit v sou¢asnosti vysoké stavy jeleni a
srnéi zvéte ¢i divokych prasat, kterym chybi pfirozeny predator napf.
vlk nebo medvéd [4].

e V prostfedi, kde se zméni klimatické podminky favorizujici urcity
druh organismt. V CR doslo v nekolika poslednich letech k masiv-
nimu pfemnozeni lykozrouta smrkového decimujiciho smrkové porosty
zejména ve stfednich polohach. Pfestoze pri¢inou je témér jisté souhra
vicero faktorii (napf. velké zastoupeni smrku v eskych lesich, zména

vvvvvv

a tepla a relativné suché léta.

e V prostredi, kde se pro dany druh objevi volna nika, kterou miize
zaplnit.”) P¥ikladem mohou byt situace, kdy na nékterych ostrovech

Y Terminem nika se v ekologii oznacuje souhrn takovych podminek, které umoziuji
zivotaschopnou existenci populace uré¢itého druhu.
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krysy, zavlecené ndmoiniky ¢i kolonizatory, diky rychlému mnozeni
zdecimovaly mistni populace ptaki, plaza ¢i obojzivelniki. V Ceské
krajiné se v poslednich letech objevuji mista s lokdlnimi populacemi
vlki, ktefi takto zapliiuji volnou niku, vyvolavaji vSak soucasné po-
mérné bouflivé debaty mezi ekology a ochranci na jedné strané a
myslivei a zemédélci na strané druhé.
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Hodnotiace prostriedky
na formativne hodnotenie
vo vyucovani matematiky

STANISLAV LUKAC
Prirodovedecka fakulta UPJS, Kogice, SLOVENSKO

Snahy o skvalitnenie procesu ucenia a zlepSenie ucebnych vysledkov
vedi k hladaniu a vyuZivaniu réznych foriem interakcii a dialégu medzi
uditelom a ziakom. Dolezitou podmienkou pre skvalitnenie a inovaciu ma-
tematického vzdelavania je rozvijanie profesionalnych kompetencii ucite-
Tov matematiky. Medzi vyznamné oblasti profesionalneho rozvoja ucitela
patri vyuzivanie réznych stratégii ucenia. Vychodiskom pre planovanie a
realizaciu vyucby je identifikacia kritickych miest vo vzdelavacom obsahu,
ziskavanie informacii o u¢ebnych vysledkoch Ziakov. Pre uditela to zna-
mend snazit sa preniknit do myslenia Ziakov, odhalovat zdroje a pri¢iny
neporozumenia a Ziacke miskoncepcie [1].
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