Zavér

V prispévku jsme ukézali, jak miZzeme vyuzit standardni programové
vybaveni pocitace v podobé programu MS Excel k praktickému sezna-
meni s vlastnostmi rezonancnich kiivek, které jsou vyznamnym portrétem
mechanickych a elektromagnetickych oscilatorti. Uréeni parametrii elek-
tromagnetického oscilatoru z konkrétni rezonanéni kfivky na obr. 7a po-
nechame na ¢tenaii (vychozi hodnotou je indukénost civky L = 1,1 H). Pro
zéjemce o podrobnéjsi seznameni s problematikou nuceného kmitani elek-
tromagnetickych oscilatora v SirSich souvislostech lze doporuéit studijni
text FO [4] s mnoZstvim skvélych vyobrazeni frekven¢nich charakteristik,
ktera vytvoril autor publikace.
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Odvozeni 1. kosmické rychlosti

JIRI KADANKA

Stiedni §kola informatiky, elektrotechniky a femesel, Roznov pod Radho$tém

Definice prvni kosmické rychlosti je jednozna¢na a znamé. Jedné se
o rychlost, kterou mé obéZnice Zemé (nebo jakéhokoli velkého vesmirného
télesa tvaru koule) na kruhové ob&zné draze v zanedbatelné vysce nad jejim
povrchem. V uéebnicich stFedoskolské fyziky je pro Zemi nej¢astéji uvadéna
zaokrouhlena hodnota v; = 7,9km-s~! (viz napt. [1]). V nésledujicim textu

je uvedeno 5 rtznych odvozeni této rychlosti.
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1. Pomoci dostiedivé sily

Jde o klasické stredoskolské odvozeni vztahu pro prvni kosmickou rych-
lost. Obecné je pri¢inou rovnomérného pohybu po kruznici tzv. dostredivéa
sila F4o. Tato sila je v pripadé obéznic planety gravita¢ni silou, kterou
Zemé piusobi na obéznici pii jejim pohybu. Pro velikost gravitacni sily
plati Newtoniiv gravita¢ni zdkon ve znamém tvaru:

mM
F=Ch

kde m je hmotnost obéznice, M hmotnost Zemé, R polomér Zemé a G
gravitaéni konstanta.

!

Protoze je tato sila silou dostfedivou, lze ji vyjadfit i z obecného vzorce
pro velikost dostiedivé sily:

mv2

F= R
Porovnanim obou vztahti dostavame pro velikost 1. kosmické rychlosti
znamy vztah:
GM

v = h——

R

2. Pomoci Pythagorovy véty

Let kolem planety si lze v pribéhu velmi kratkého ¢asového okamziku
T predstavit jako zvlastni pfipad vodorovného vrhu. Zemé v prubéhu letu
obéznice diky své kulatosti jakoby ,,uhyba“ pod letici obéznici. Svislou
slozkou vodorovného vrhu je volny pad. Jde o to, aby draha h volného
padu béhem doby T piesné odpovidala ,,uhybani“ Zemé, ke kterému dojde
na draze L uraZené obé&Znici za tuto dobu T'.
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Draha L ve vodorovném sméru je vlastné draha urazena 1. kosmickou
rychlosti:

L:vlT
L
=
B

A
=
I
- >

V pravotuhlém trojthelniku ASB plati Pythagorova véta ve tvaru:
L? +(R—h)? = R?

Po dosazeni za h (volny pad) a L dostéavame:

2 L o2 2

(nT)*+ (R— EgT =R
1
v3T? + R? — RgT? + 1gT4 = R?

V limitnim piipadé T — 0 lze ¢len se 4. mocninou ¢asu T zanedbat a
vychézi:

v3T? — RgT? =0

T?(vi — Rg) =0
Tato rovnost plati v piipadé, ze v1 = /Rg. Po dosazeni vztahu

M
grRa; =G Vo2
(viz napf. [1, s. 134]) a upravé pak dostavame pro velikost rychlosti v; opét
znamy vztah:

GM
v = —_—

R
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3. Pomoci goniometrickych funkci

Tento zptuisob je variantou pfedchoziho odvozeni. Po dosazeni za h (dréha
volného padu za dobu T') vychazi v pravouhlém trojthelniku ASB pro ko-
sinus uhlu ¢:

R—h R-—1igT? gT?
YT TR R T 9R
L
< \

B
A
=
|
Qw
e

Pro sinus thlu ¢ plati znamy vzorec sinp = /1 — cos? p. Dosadime-li

za cos p, dostavame:
T2\?
singo:\/l— (1—92]%)

Po umocnéni zavorky a zanedbani ¢lenu s T4 (v limitnim p¥ipads T — 0)

vychazi:
. g
—71./Z
singp =1

ProT — 0 platii ¢ — 0 a déle singp — . Pro délku L oblouku (draha
obé&znice za dobu T') vychazi:

LzRgszT,/%:T\/Rg

Pro velikost rychlosti pak po dosazeni za gravitaéni zrychleni (viz pfedchozi

odvozeni) vyjde:
L GM
=g = VI
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4. Pomoci volného padu do stfedu Zemé

Je-li v télese tvaru koule soustifedna kulova dutina, je vysledna gra-
vita¢ni sila kdekoli uvnit¥ této dutiny nulova. Totéz plati i pro gravitaéni
zrychleni uvnitf této dutiny. Urcujeme-li gravita¢ni zrychleni v misté vzda-
leném x od stfedu planety, nemusime vrstvu nad uvazovanym mistem (ja-
kousi ,,slupku”) uvazovat a gravita¢ni zrychleni pak pocitame jako zrych-
leni na povrchu koule o poloméru x soustiedné se Zemi. Pro hmotnost m
takové koule lze odvodit vztah:

33
"= (R) M,
kde R je polomér Zemé a M jeji hmotnost.

Pro velikost gravitaéniho zrychleni g v misté vzdaleném z od stfedu
Zemé pak po tpravé dostavame:

m M

Padé-li téleso hypotetickou Sachtou prorazenou Zemi pres jeji stied,
je zrychleni tohoto padu rovno pravé tomuto gravitaénimu zrychleni. Veli-
kost tohoto zrychleni je pfimo-umérné vzdélenosti x. Zrychleni je souc¢asné
rovno druhé derivaci vzdélenosti x podle ¢asu. Plati tedy:

M
a po upraveé
M

Jde o diferencialni rovnici harmonického pohybu s tthlovou frekvenci w.
Téleso se tedy pii pohybu Sachtou pohybuje harmonickym pohybem s am-
plitudou R a uhlovou frekvenci w, pro kterou plati:

M

R3

Pro maximalni velikost v rychlosti harmonického pohybu (v tomto p¥ipadé
jde o rychlost ve stfedu Zeme) pak plati:

w=1/G

M
v =wR = G—

R

coz je opét zndmy vztah pro prvni kosmickou rychlost.

Matematika — fyzika — informatika 29 (3) 2020 217



5. Pomoci zdkona zachovani mechanické energie

Toto odvozen{ je variantou pfedchoziho postupu — volného padu z po-
vrchu Zemé do hypotetické Sachty pies zemsky stfed. Nulovou hladinu
potencidlni energie umistime do stfedu Zemé. Téleso na povrchu Zemé ma
nulovou kinetickou energii. Potencialni energii na povrchu Zemé uréime
jako mechanickou préaci potfebnou k ,,vyneseni“ télesa ze stfedu Zemé na
jeji povrch. Protoze se v prubéhu tohoto déje méni hodnota gravita¢niho
zrychleni, po¢itame potencialni energii integralem.

Pro diferencial potencidlni energie plati:
dE, = dW = Fydz = mgdzx = mG%
Vztah pro gravitaéni zrychleni ¢ = G %m ve vzdélenosti z od stfedu Zemé
byl odvozen vyse.

Potencialni energii na zemském povrchu pak uréime pomoci ur¢itého

integralu:
R R
M GmM
E, = dE, = mG—rdr = ———
=], B0 = [ megeds = S5
Kineticka energie télesa padajiciho Sachtou je ve stfedu Zemé Fy = %va.
Celkova energie padajiciho télesa je na povrchu Zemé urcena jen jeho po-
tencialni energii (kinetickd je nulova) a celkova energie ve stfedu Zemé je
zase urcena jen energii kinetickou — zde je nulova energie potencialni. Ze
zékona zachovani mechanické energie potom vyplyva:
s GmM

1
Ek—Ep:>§m'U —W

7 této rovnosti pak vyjadiime rychlost ve stfedu Zemé:

rdx

GM
R i

coz je opét vztah pro prvni kosmickou rychlost.

V=01 =

Pozndmka: VSechna odvozeni plati beze zmény pro jakkoliv velké vesmirné
téleso, které ma kulovy tvar.
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