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Nerovnosti pro délky téznic
v trojuhelniku

SEFKET ARSLANAGIC - DANIELA ZUBOVIC
Sarajevo, BOSNA A HERCEGOVINA

Cilem tohoto prispévku je seznamit ¢tenafe s jednou zajimavou ne-
rovnost{ pro délky téznic v libovolném trojihelniku a s nékterymi jejimi
aplikacemi. Budeme zde vyuZzivat standardniho oznaceni pro pouzité za-
kladni prvky v trojihelniku ABC, tj. a, b a ¢ znaéi délky jeho stran po
fadé BC, CA a AB, déle t,, t, t. znac¢i délky jeho téZnic po fadé z vrchola
A, B, C ar, resp. p polomér kruznice tomuto trojuhelniku opsané, resp.
polomér kruznice jemu vepsané.

Véta
V libovolném trojihelniku ABC' (pii zohlednéni vyse uvedeného ozna-
eni) plati nerovnosti

2, 2 2, 2 2, p2
b+c7 chJra’ tc2a+b.

4r 4r 4r
Drikaz provedeme pouze pro prvni ze tii uvedenych nerovnosti, zbylé dvé
pak ziskdme uzitim principu cyklické zamény. Ozna¢me D stied strany BC'
uvazovaného trojthelniku a E (E # A) prisecik pfimky AD s kruZnici
opsanou tomuto trojihelniku, viz obr. 1.

Uzitim mocnosti bodu D ke kruznici opsané trojuhelniku ABC méame

|AD|-|DE| = |BD| - |CD],

lg 2

.
to-|DE| = 2a2 dtud  |DE| = a* (1)
a = 4a a odtu =0

a
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S ohledem na (1) dale plati

a? 42 + a?
AFE| = |AD DE| =t a
‘ | | | ‘ ‘ a 4ta 4ta

(2)

Vyuzitim zndmého vztahu ¢2 = 1(20? + 2¢2 — a?) pro vyjadreni druhé
mocniny délky téZnice t, pomoci délek stran trojuhelniku ABC obdrzime
po dosazeni za t2 v &itateli na pravé strané (2) po snadné tprave

b2 2
AR = 2
2t,
Protoze |AE| < 2r, dostaneme déle
b2 +02 b2 + 02
<2 ted to > .
o, — 0 Y =

Tim je dikaz prvni nerovnosti uzavien.

Rovnost zde nastane, pravé kdyz b = ¢, tedy v pfipadé rovnoramenného
trojtihelniku se zakladnou BC', nebo v piipadé pravouhlého trojuhelniku
s preponou BC.

Disledek 1
Pro délky téznic t,, tp, t. v libovolném trojihelniku ABC plati nerov-
nost
a? +b% 42
2r ’
pri¢emz rovnost nastane, je-li trojuhelnik ABC rovnostranny.

to +ty+te > (3)
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Diikaz nerovnosti (3) obdrzime sou¢tem vSech t¥i nerovnosti z véty 1. Rov-
nost v ni vak nastane, pravé kdyz je trojihelnik rovnostranny.

Nyni uvedeme dalsi disledky dokézaného tvrzeni. Vyuzijeme-li k dal-
simu odhadu pravé strany (3) znamou Weitzenbokovu nerovnost, viz napf.
[2], [3] nebo [4, s. 18], ve tvaru a® + b? + ¢ > 4P+/3, kde P je obsah
trojuhelniku ABC, resp. silngjsi, tzv. Finslerovu—Hadwigerovu nerovnost
ve tvaru a? + b + 2 > 4PV3 + Q, kde Q = (a — b)%2 + (b—¢)?> + (c — a)?,
viz [3], [4, s. 19] nebo [5, s. 151|, dostaneme néasledujici odhady. V obou
z nich pfitom nastane rovnost, pravé kdyz trojihelnik ABC je rovno-
stranny.

Dusledek 2
Pro délky t&znic t,, tp, t. v libovolném trojiuhelniku ABC plati nerov-
nosti

2P+/3 4P+/3
to +1p+1tc 2 \[, resp. to +tp+t.> #
r r

Dalsi duasledky nerovnosti (3) se opiraji o identitu
a? + b2+ =2(s - p* —4rp), (4)

kde 2s = a + b + ¢, kterou lze nalézt nap¥. v [3] nebo [5, s. 123]. Plati tak

Dusledek 3
Pro délky téZnic t,, tp, t. v libovolném trojuhelniku ABC plati nerov-

nost ) )
5% —p°—A4r
bty +t,> P TP

(5)

Na zdkladé nerovnosti s2 > p(16r — 5p), viz napt. [3, 5.8, s. 50], plyne
ze vztahu (5)

r

224 16rp —5p% — p* — 4
bty it > S P e 16rp =5yt —p7 —drp

r r

12rp — 6p?
:M:6p<2_8). (6)
T T

Uzitim Eulerovy nerovnosti r > 2p, viz napt. [4, s. 45|, dostaneme

P

- <
r

)

N
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takZe pravou stranu (6) lze dale odhadnout
1
6,0(2—3) 26,0(2—) — 9p.
r 2
Disledek 4

Pro délky téZnic t,, tp, t. v libovolném trojuhelniku ABC plati nerov-
nost
ta'i’tb"‘tc 2 9[),
pri¢emz rovnost zde nastane, pravé kdyz trojihelnik ABC je rovnostranny.

Pozndmka. Lze dokdzat také nerovnost t, + t, + t. < %7“, viz napf. [5,
s. 144].

Posledni dusledek nerovnosti (3), ktery zde uvedeme, vyuZivd nerov-
nost mezi kvadratickym a aritmetickym primérem pro délky stran a, b, ¢
uvazovaného trojihelniku ABC' a nerovnost s > 27p?, viz napf |3, 5.11,
s. 52].

Dasledek 5
Pro délky t&Znic t,, tp, t. v libovolném trojiuhelniku ABC plati nerov-

nost
18p?
ta + tb + tc > r 5

pri¢emz rovnost zde nastane, pravé kdyz trojuhelnik ABC je rovnostranny.
Podrobné provedeni dikazu této nerovnosti prenechédvame laskavému

Ctenari.

(Z némeckého originalu zaslaného redakci Casopisu Matematika—{yzika—in-

formatika ptrelozil a upravil Jaroslav Svrcek.)
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