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Dobra matematické tloha je néco jako dobré hra. Snad nebudeme da-
leko od pravdy, kdyz fekneme, Ze dobré hra by méla spliiovat urc¢ité pod-
minky, které ji ¢ini pro hrace atraktivni. AniZ bychom si délali naroky
na dplnost vyc¢tu takovych podminek, ¢i tvrdili, Ze kazda dobra hra je
musi bezpodmineéné a v plném vyc¢tu naplnit, zmihime alespoi nékteré:
relativné jednoducha nebo alespon snadno srozumitelna pravidla, moz-
nost planovani a tvorby strategii, Sirokd paleta hernich variant, presah do
ruznych oblasti ne nutné pouze matematiky apod. Dostupné popularné-
naucné literatura nabizi bezpocet pfikladt takovych tloh. Dobré priklady
lze nalézt rovnéz na tématicky zaméfenych internetovych strankach.

Zamérem c¢lanku je poukazat na jeden takovy zajimavy zdroj a uvést
priklad ulohy, kterd méa na jedné strané velmi jednoduchou formulaci a
snadno srozumitelny zpusob hledéani feSeni, na strané druhé pro nékteré
TeSitele mozna ponékud prekvapivy vysledek a zejména velmi zajimavy
matematicky kontext.

Jiz nékolik let je kazdé druhé pondéli na webu britského deniku The Gu-
ardian uvefejnéna tloha souvisejici s matematikou & logikou.!) Autorem
prispévki je britsky novinar a spisovatel Alex Bellos (Alex Bellos’s Monday
puzzle). Jméno autora piispévki nemusi byt ¢tenafam majicim v oblibé
popularné-nau¢nou literaturu z oblasti matematiky zcela neznamé. V ne-
déavné dobé vysly v ¢estiné hned dvé populariza¢ni publikace, ve kterych
Alex Bellos prokazuje schopnost poutavé a ¢tivé popsat problémy aktuélni
i historické povahy z riiznych oblasti matematiky.?)

Nyni jiz k nasi uloze, ktera byla na strankich The Guardian uvefejnéna
7. ¥ijna 2019. Uloha nese v originale nazev Getting coins out of the bank,
coz miizeme volné prelozit napt. jako Dostarite mince z banky [r)]‘f‘>

Dhttps://www.theguardian. com/science/mathematics

2)Bellos, A.: Alexova dobrodruzstvi v zemi &isel. DokoFan, Praha, 2015.
Bellos, A.: Alex za zrcadlem. Jak se ¢isla odrazeji v zivoté a zivot v Cislech. Dokoran,
Praha, 2016.

3) Autorem tulohy je Carlos Sarraute, https://www.researchgate.net/profile/
Carlos_Sarraute.
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1. Dostante mince z banky

NaSe tloha zac¢ind jako hra na mfiZce, kterou tvoiri nekoneény pocet
sloupcti a fadki. V pocatecéni pozici jsou na miizce v jejim levém hornim
rohu umistény tii mince, které spolu s jednim volnym polem tvoii ¢tverco-
vou banku (obr. 1). Cilem hry je dostat mince ven z banky, pfi¢emz hrac

musi postupovat podle nésledujicich pravidel.

Obr. 1 Umisténi minci v bance na po¢atku hry

(i) Pokud hra¢ hodla odstranit z libovolného pole minci, pak ji musi
nahradit dvéma mincemi. Jednu z minci polozi na pole vpravo od
odstranéné mince, druhou na pole pod odstranénou minci (obr. 2).

(ii) Podminkou pro provedeni kroku z bodu (i) je, Ze obé potfebna pole
jsou pred odstranénim mince prazdna (obr. 2).

Obr. 2 Pravidla pro posun minci v m¥izce

Pripomenme jesté jednou cil, kterym je dostat podle vyse uvedenych
pravidel mince z banky. Vezméme tedy nékolik minci a hledejme cestu,
jak vyvést mince z banky. Pokud navazeme na obr. 2, pak nékolik dalsich
kroki muze vypadat napt. tak, jak je ukdzano na obr. 3.
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Obr. 3 Neékolik moznych prvnich kroka pfi posunu minci v mfizce

Pokud budeme pokracovat a sledovat stav napf. po kazdych tfech kro-
cich, pak miiZe rozestaveni minci vypadat jako na obr. 4. Dale jiz po

nékolika prvnich krocich zjistime, Ze minci v miiZzce rychle pribyva (kaz-
dym krokem o jednu).

Obr. 4 Dalsi posun minci v mfizce (vzdy po tfech krocich)

4 Velmi jednoduse si lze vyzkouSet riizné varianty posouvani minci na adrese https:
//scratch.mit.edu/projects/334378520.
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Jestlize jste pojali podezfeni, Ze v8echny mince z banky vyvést nelze,
pak jste na spravné cesté. Jakykoliv pokus kon¢i situaci, kdy mince uviznou
v né&jakeé poloze, kterd miize odpovidat napt. stavu podobnému jako na obr.
4. Zkusme tedy pracovat s hypotézou, ze mince podle pravidel, ktera jsme
si stanovili, z banky dostat nelze. Vytvorenim hypotézy opoustime sféru
pouhé hry a posouvame se do sféry matematiky, ktera, jak bude ukazano
déle, nabizi velmi davtipny zpiisob diikkazu stanovené hypotézy.

2. Dikaz hypotézy

V dalsi ¢asti nahradime v miiZce mince ¢isly podle schématu, jehoz
smysl bude zahy ziejmy. Cisla, kterymi nahradime mince, budou pfed-
stavovat vdhu dané buiiky. Do levé horni buiikky umistime é&islo (vahu) 1.
Bunky bezprostifedné vpravo a pod buiikou s vahou 1 budou mit vahu %
Buiiky umisténé ve sméru vpravo nebo ve sméru doli od dané buiiky bu-
dou mit vahu, ktera bude vzdy polovinou vdhy buniky, které je v miizce
bezprostfedné vyse nebo vice vlevo. Pohledem do miizky napt. okamzité
zjistujeme, Ze buiiky lezici ve stejné thlopfi¢ce maji stejnou vahu (obr. 5).

T S O
1 2 4 8 16 32 64 128
1 1 1 1 1 1 1 s
2 4 8 16 32 64 128 256
1 1 1 1 1 1 1 1
4 3 16 32 64 128 256 512
1 1 1 1 1 1 1 1
8 16 32 64 128 256 512 1024
1 1 1 1 1 s 1
16 32 64 128 256 512 1024 2048

Obr. 5 Vahy jednotlivych bunék v miizce
Jestlize postupujeme pii posouvani minci podle vyse stanovenych pra-

videl, pak sice v kazdém kroku v mfiZzce pfibyva jedna mince, vaha bunék
obsazenych mincemi se vSak zachovava. Na pocatku je soucet vah bunék
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obsazenych mincemi roven 2 (obr. 6 vlevo). V jakémkoliv dalsim kroku zii-
stava vaha obsazenych bunék zachovana, napf. na obr. 6 vpravo je soucet
vah bunék roven hodnoté:

1 1 1 1 1 1 1 1 512
2.2 4= L2420 44— 42— =9
2+4+3 8+ 16+5 32+ 64+3 128Jr 256 256

1
2

1 1

2 32
1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 64

! ! S S

8 16 32 64 128
1 1 1 1 1
8 32 64 128 256

1 1 1

32 64 128 256

Obr. 6 Porovnani vah bunék ve dvou stavech ulohy

Pokud by tedy tloha méla feSeni a mince bylo mozné z banky vyvést,
pak by soucet vah bunék lezicich mimo banku musel byt minimélné roven
sou¢tu vah bunék obsazenych mincemi na pocatku tlohy.
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Je zfejmé, ze musime urcit soucet vah bunék celé nekonecéné mriizky.
Kazdy fadek (sloupec) miizky tvofi nekonefnd geometrickd posloupnost
s kvocientem 3. Pokud se¢teme vahy bungk v 1. sloupci (Fadku)

TR I I
2 4 8 16 7 1-1 7

2. sloupci (Fadku)
U R : =1
2 4 8 16 32 7 1-1 7

3. sloupci (Fadku)
LA S SO N I 11
48 16 32 64 T 1-1 2

atd. sloupci (nebo Fadku) miizky, ziskdme dalsi nekone¢nou geometrickou
posloupnost

2+1+1+1+1+1+
2 4 8 16 7
jejiz soucet je roven hodnoté
2+1+1+1+1+1+ _ 2 =4
2 4 8 16 7 1-1 7

ktera predstavuje vahu vSech bunék celé nekonecné miizky. Nyni je jiz

ditkkaz témér hotov. Staci jiz pouze uvazit, ze rozdil sou¢tu vah bunék
tvoricich celou mfizku a bunék tvoricich banku je 4 — % = %. Cislo %,
predstavujici vahu bunék lezicich mimo banku, je mensi nez je soucet vah
bunék obsazenych mincemi na pocatku (1—1—%—&—% = 2). Mince tedy skutecné
nelze podle vySe stanovenych pravidel z prostoru banky vyvést.

3. Invarianty

Cilem této ¢asti je poukizat na zajimavy matematicky kontext metody
pouzité k dikazu v pfedchozi ¢asti, ktery souvisi s praktickou aplikaci
pojmu tzv. invariantu. Uvedme nejprve definici samotného pojmu invari-
antu.

Invariantem rozumime vlastnost nebo méritelnou velicinu, kterd se pi jisté
transformaci, resp. pFi opakovdni néjakého postupu nemeéni [1].
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Invarianty lze nalézt v fadé oblasti nejen matematiky, ale také fyziky ¢i
chemie. Pro lepsi pochopeni uvedme nékolik konkrétnich prikladd invari-
antd [1]:

e Lze snadno ukézat, ze pfictenim libovolné konstanty ke vSem ¢lent
aritmetické posloupnosti ziskdme opét aritmetickou posloupnost, kte-
r4d ma stejnou diferenci. Invariantem je zachovani aritmetické po-
sloupnosti i diference.

e Plnéni nadrze o daném objemu ¢erpadly o stejném vykonu zavisi na
poctu Eerpadel a ¢ase, po ktery pracuji. Invariantem je celkové prace,
ktera odpovida soucinu poctu ¢erpadel a celkového Gasu.

e Dulezité invarinty predstavuji zakony zachovani znamé z fyziky a
chemie.

Zajimavy piiklad invariantu lze nalézt v oblasti tzv. Benfordova zakonu.
Benfordav zakon vychazi z empirickych pozorovéni, ze kterych vyplyva, ze
v mnoha pfirozené se vyskytujicich souborech ¢iselnych dat nemaji prvni
¢islice stejné zastoupendi, ale fidi se uréitym typem logaritmické distribuce.
Malé ¢islice 1, 2 nebo 3 tak maji vétsi Cetnost zastoupeni na prvni ¢iselné
pozici nez &islice velké (obr. 7). Tato nerovnomérnost v zastoupeni navic
nezavisi na méfitku, které je invariantem, vice napt. [2].
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Obr. 7 Relativni Cetnost &islic na prvni, resp. druhé pozici podle Benfordova
zéakona
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Zminénou nezévislost na méfitku miZzeme demonstrovat na pirikladu
&isel tvoticich Lucasovu posloupnost (L,).”) Rekurentni vzorec této po-
sloupnosti je

Ln = Ln—l + Ln—27 Ll = 27 L2 =1.
Lucasovu posloupnost tedy tvori ¢isla
2,1, 3,4, 7, 11, 18, ...

V tabulce 1 je uvedena relativni éetnost prvnich éislic v L,, 8L, a
20L,, ve srovnani s ¢etnosti ¢islic podle Benfortova zékona. Je ziejmé, Ze
relativni Cetnosti jsou blizké Benfortovu zdkonu a skuteéné nezavisi na
zménd méfitka.")

Cislice 1 2 3 4 5 6 7 8 9

B. zé¢kon 30,1 17,6 125 97 79 6,7 58 51 4,6
L, 31 17 14 10 8 5 7 4 4
8Ly, 29 18 13 9 8 7 4 7 5
20Ly, 28 18 13 10 7 8 6 ) 5

Tab. 1 Relativni ¢etnost prvnich ¢&islic podle Benfortova zakona a v L,,, 8L, a
20L,,

Obdobnou nezavislost na méfitku muZzeme zaznamenat také v pripadé
tzv. Zipfova zékonu, ktery popisuje pomérné casto se vyskytujici vztah
mezi pofadim a ¢etnosti prvkd v raznych statistickych souborech (vice
napft. [3]).

Pro posledni zde zminény piiklad vyskytu invariantt vyuZzijeme Ru-
bikovu kostku, ktera je jednim z nejznaméjsich hlavolami svéta [4]. Ru-
bikova kostka je mechanicky hlavolam tvofeny krychli sloZzenou z dil¢ich
barevnych krychli¢ek. Ukolem je otacenim pFeuspofadat jednotlivé diléi
krychlicky tak, aby kazdé strana celého télesa byla obarvena jen jednou

barvou.”

5)Lucas, F. E. A. (1842-1891) byl francouzsky matematik.

6)Potvrzeni uvedeného pozorovani by bylo mozné provést napt. x kvadrat testem
dobré shody.

7)Erné Rubik (nar. 1944) je madarsky vynalezce, sochaf a profesor architektury.
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Pokud bychom mohli promichat barvy vSech kosti¢ek kostky naprosto
bez jakéhokoliv omezeni, pak bude celkovy podet barevnych konfiguraci®

519024 039293 878 272 000.

Toto obrovské ¢islo oviem nevyjadiuje pocet realné nastavitelnych uspo-
radani kostky, nebot je mozné pootéacet pouze sténami kostek. Skuteéna
hodnota moznych uspofadéani kosti¢ek na Rubikové kostce je tak zlomkem
uvedené hodnoty a lze ukazat, ze jde presné o dvanactinu vyse uvedeného
po¢tu konfiguraci, tj.

43252003 274 489 856 000.

Kazdé otaceni ovliviiuje soucasné polohu nékolika kostic¢ek, pri¢emz né-
které charakteristiky (invarianty) celé kostky nelze zménit.

(i) Parita. Vyména poloh kostidek se déje presunem sudého poctu dvo-
jic objektt, jedné se tedy o sudou permutaci. Takovych permutaci je
presné polovina celkového poétu moZznych permutaci (druhou polo-
vinu tvofi liché permutace) a rotacemi lze uskute¢nit pouze polovinu
moznych usporadani kostky.

(ii) Parita hran stén. Podobné jako v predchozim bodu i zde podminka
piili celkovy podet moznych stavii, nebot také v p¥ipadé posloupnosti
rotaci jde o sudou permutaci.

(iii) Trojcetnost rohi. Pfi kazdé rotaci se otaci cela sténa kostky. Pokud
o¢islujeme jednotlivé stény rohovych kosticek ¢isly 0, 1 a 2, a to
vzdy po sméru hodinovych rucicek, pak soucet v8ech téchto ¢&isel
modulo 3 se nezméni pfi libovolné rotaci. Podminka tedy snizuje
pocet moznych usporadani na tfetinu.

8)Uvedenou hodnotu uréime pomoci kombinatorickych pravidel. Osm rohi kostky
miiZzeme obsadit 8! zptsoby, navic kazda rohova kosticka miZe byt pootodena a orien-
tovana t¥emi riznymi zpisoby. Celkem tedy pro rohové kosticky existuje 3% - 8! moz-
nych konfiguraci. Analogicky ur¢ime po&et moznych usporadani 12 krychli¢ek uprostred
hran, ktery je roven hodnot& 212.12!, nebot pro kazdou kosti¢ku existuji vzdy dva riizné
zplsoby pootoceni. Pouzitim kombinatorického pravidla sou¢inu dale plati, ze

38.81.212. 121 = 519024 039 293 878 272 000.
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Pokud shrneme vySe uvedené poznamky o invariantech na Rubikové
kostce, zjistime, ze skute¢ny pocet moznych usporadani je 2-2-3 = 12, tj.
dvanactkrat mensi:

38.81.212. 191

B = 43252003 274 489 856 000.

V nasi tloze byl invariantem soucet vah bunék obsazenych mincemi.
Zachovavajici se soucet vah bunék na jedné strané a mensi nez minimalni
hodnota sou¢tu vah bunék mimo banku na strané druhé jsou praktickou

aplikaci pojmu invariantu k FeSeni nasi talohy.

Zavér

Radu zajimavych tloh vyuzivajicich pojmu invariantu lze nalézt v [1].
Zajemci mohou samoziejmé zvazovat dalsf varianty rozlozen{ minci v bance
a moznosti, jak je v konetném poctu krokt podle vyse stanovenych (popf.
upravenych) pravidel vyvést z banky.
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