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Fazovy portrét oscilatoru
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V uéebnicich fyziky jsou zékladnim prostfedkem pro seznameni s peri-
odickymi, mechanickymi nebo elektromagnetickymi dé&ji casové diagramy
veli¢in, kterymi tyto dé&je popisujeme. V pFispévku [1] jsme se zabyvali dal-
§fm pohledem na oscilatory prostfednictvim rezonanéni kiivky jako jejich
souhrnné charakteristiky. V tomto piispévku nahlédneme na kmitajici ob-
jekty ve fazovém prostoru, coz je prostor, v némz je kazdy stav dynamic-
kého systému zobrazen jedineénym bodem. Pozornost vénujeme nejprve
oscilatorim s jednim stupném volnosti, jejichz pohyb je popsén Casovou
zavislosti jedné soutfadnice. Pohybovy stav objektu urcuje jeho poloha a
hybnost p = mwv. Okamzitou hodnotu téchto veli¢in zobrazime jako bod ve
fazové roviné. Protoze se budeme zabyvat objekty s konstantni hmotnosti,
postadi k vyjadreni pohybového stavu jen rychlost v. Bod, ktery systém
ve fazové roviné reprezentuje, se pohybuje po fdzové trajektorii. Soubor
téchto kiivek pro riizné pocateéni podminky kmitani oscilatoru tvofi gra-
fické zobrazeni — fazovyj portrét oscildtoru.

Uvedené pojmy objasnime na piikladech ruznych typu oscilatora. Aby-
chom soucasné s textem prispévku mohli ndzorné sledovat fazové portréty
vybranych oscilatora v proménnych podminkach, je k pfispévku pfilozen
soubor jednoduchych modeli vytvorenych programem MS Excel, ktery je
dostupny ZDE. Modely navazuji jednak na modely uvedené v prispévku
[1], jednak na modely na CD, které je soucésti posledniho vydani uéeb-
nice [2].

Pruzinovy oscilator

Nejjednodussi priklad pfedstavuje kmitani netlumeného, popt. tlume-
ného pruzinového oscilatoru (model OSC), ktery tvofi pruZina s tuhosti &
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a téleso o hmotnosti m. Netlumeny pruzinovy oscilator povazujeme za
dynamicky systém, pro ktery plati pohybova rovnice®)

i+ wiy =0,

kde w? = k/m. Tato rovnice pfedstavuje obecny model harmonicky kmi-
tajictho oscilatoru, jehoz kmitani{ je zptisobeno silou, linedrné zavislou na
vychylce oscilatoru. Pokud tato podminka neni splnéna, je pohyb oscila-
toru slozitéjsi, dynamicky systém je nelinedrni a kmitani je anharmonické.

Netlumeny pruzinovy oscilator je konzervativni dynamicky systém, je-
hoz celkova mechanicka energie se neméni, takze jak amplituda vychylky
Ym, tak amplituda rychlosti vy, = w3y, jsou konstantni. Kinematické ve-
li¢iny netlumeného oscilatoru, jeho okamzitou vychylku a okamzitou rych-
lost popisuji rovnice

Y = Ym SiDwot, UV = WoYm COSwWot.

Mocniny téchto rovnic se¢teme a po tGpravé ziskame vztah

2 v 2
() + (@) =
Ym WoYm

coz je rovnice elipsy s poloosami a = Y, b = woym- V modelu je zvolena
thlova frekvence wg = 1 rad/s, takze fazovy portrét ma podobu kruznice o
poloméru yy, (obr. 1). Pro srovnani je zobrazen také ¢asovy diagram osci-
latoru. Okamzity stav oscilatoru uréuje bod, ktery se pti kmitani pohybuje
na fazové trajektorii rovnomérnym pohybem.

Fazovy portrét netlumenych kmitd y.v(m mfs)  Netlumené kmity oscilitoru
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Obr. 1 Netlumeny harmonicky oscilator

DPro jednodussi zapis rovnic opustime stiedoskolsky matematicky aparat pouZity
v piispévku [1] a pouZzijeme standardni oznadeni pro derivaci veli¢iny podle ¢asu teckami
nad znackou veli¢iny.
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Netlumeny oscilator je ovSem realné neexistujici abstrakce a na kazdy
skute¢ny oscilator ptisobi tlumici sila, ktera zpisobuje ztratu mechanické
energie (disipace energie). Tlumeny pohyb oscilatoru charakterizuje sou-
¢initel tlumeni § a tlumené kmitani popisuji rovnice

1)

Y = yme Ofsinwt, v=wyme ! coswt,

kde w = \Jwg — &2
V tomto pfipadé urcuje tvar fazové trajektorie rovnice logaritmické spi-

raly (obr. 2):
2 2
@) () -
Ym WYm
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Obr. 2 Tlumeny oscilator

Oscilator postupné sméfuje do rovnovazného stavu, kterému odpovida
koncovy bod spiraly. Systém je v ustaleném stavu a jeho obrazem je na
fazovém portrétu bod. Tlumeny oscilator je disipativni systém, ktery je
k ustalenému stavu jakoby pritahovan (anglicky attracted). Podle toho je
cil, k némuz systém p¥i pohybu sméfuje, oznacovan jako atraktor systému.

V prispévku [1] jsme definovali ¢initel jakosti oscilatoru

wo I
=%~
Na obr. 2 vidime, Ze fazova trajektorie po kaZzdé periodé T protne osu
vychylek v bodg, ktery odpovida okamzité hodnoté velikosti amplitudy
vychylky. Tlumené kmitani pruzinového oscilatoru tedy pfedstavuje peri-
odicky, nikoliv v8ak harmonicky pohyb.

Jestlize v poc¢ateénim okamziku ma oscilator amplitudu y.,, pak o pe-

riodu pozdéji fazova trajektorie protne osu vychylek v bodé

Y1 = yme_éT .
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Nyni ukdzeme, jak lze Cinitele jakosti oscilatoru urcit piimo z fazového
portrétu. Uréime rozdil obou vychylek

Ym — Y1 = Ym (1 — e_‘sT) = Um (1 — e*%)

Pti vétsich hodnotéch Cinitele jakosti, s nimiz se v praxi nejcastéji setka-
vame, mizeme vztah zjednodusit

a pro vypocet Cinitele jakosti ziskdme vztah
Q =

T

1— -
Ym

To umoznuje urcit ¢initele jakosti na zékladé poméru velikosti amplitud,
aniz bychom znali jejich absolutni hodnoty.

V piipadé nucenych kmitid ptisobi na oscildtor vnéjsi sila, kterd na-
hrazuje ztraty oscilatoru vznikajici tlumenim pohybu. Obecné plati, Ze pfi
vzniku nucenych kmitt dochazi k superpozici vlastniho tlumeného kmitani
a kmitani vynuceného vnéjsi harmonickou silou, kterda muze mit odlisnou
frekvenci, nez je vlastni frekvence oscilatoru. Podrobnéji je to demonstro-
vano modelem M4.1 na CD k udebnici [2]. V tomto pfispévku se budeme
zabyvat nucenymi kmity pfi rezonanci oscilatoru, kdy je frekvence sily
vynucujici kmitani shodné s vlastni frekvenci oscilatoru (model NUC).

V idealnim pfipadé netlumeného oscilatoru amplituda kmitd rovno-
mérné a bez omezeni roste. To je dobfe vidét na obr. 3, kde je jednak
fazovy portrét odpovidajici tomuto piipadu, jednak ¢asovy diagram. Na
ném si povsSimneme, ze vnéjsi sila i rychlost maji stejnou fazi. To zna-
mené, ze piikon energie do oscilatoru P = Fuv je stale kladny, celkova
energie oscilatoru se zvétsuje a amplituda stale roste. Fazovy portrét ma
tvar rozvijejici se spiraly, ktera se nepretrzité vzdaluje od pocatecniho
stavu oscilatoru, aniz by byl dosazen ustaleny stav.

V piipadé realného tlumeného oscildtoru v8ak s rostouci rychlosti na-
rusta také odporova sila, kterd mé v kazdém okamZiku opacnou fazi nez
vnéjsi sila. Amplituda kmiti sice roste, ale pFirtistek energie a tedy i am-
plitudy se exponencialné zmensuje, az pfi dosazeni shody amplitud vné;jsi
sily a odporové sily se cely proces rustu amplitudy kmitt zastavi a nastane

ustaleny stav, kterému odpovida stabilni koncovy tvar fazového portrétu
(obr. 4).
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Obr. 3 Nucené kmity netlumeného oscilatoru

Fazovy portrét
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Obr. 4 Nucené kmity tlumeného oscilatoru

Kyvadlo s velkou pocatec¢ni vychylkou — rotator

V ucebnicich fyziky kyvadlo zpravidla pfedstavuje jednoduchy model
harmonického oscilatoru, pficemz je uvedena podminka pro vznik harmo-
nickych kmitt tim, Ze poc¢ate¢ni thlova vychylka ¢ kyvadla musi byt malé.
Vétsinou byva uvadéna podminka ¢y < 5°. Pak muzeme kmitani kyvadla
délky I povaZovat za harmonické s vlastni thlovou frekvenci wy = 1/g/I
a tato frekvence nezavisi na velikosti pocateéni vychylky. Perioda kmi-
tani se sice ponékud lisi od hodnoty teoretické, ale odchylka je pfiblizné
0,05 %. Staci vsak zvétsit po¢ateéni vychylku na 10° a odchylka vzroste na
0,2 %. Periodu kmitani kyvadla pak neurcuje jen jeho délka, ale i velikost
pocatecni vychylky.

Kmitani kyvadla bez tlumeni je popsédno rovnici

¢+ wising = 0. (1)
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Pouzitim prvnich dvou ¢lent Taylorova rozvoje?) funkce sinus ziskame rov-

nici 5

a po apravé
2
“o 3

KQO (2)

Vyraz na pravé strané rovnice miazeme povaZovat za opravny ¢len. Pokud
bude jeho hodnota zanedbatelna, bude se ménit okamzita vychylka kyvadla
podle rovnice

b+ wip =

© = o sin wot.

V piipadé vétsich vychylek vztah pro okamzitou vychylku doplnime
opravnym ¢lenem ¢;(t) a zapiSeme rovnici pro okamzitou vychylku ve
tvaru

© = o sinwgt + 1 ().
Dosazenim do rovnice (2) dostaneme

2
. W .
$1+wior = %(@0 sin wot + ¢1)°.
Predpokladejme, ze vychylka ¢ je jesté pomérné mala, takze pii vypoctu
tfet{ mocniny vyrazu v zavorce budeme povazovat vSechny ¢leny rovnice
obsahujici 1 za zanedbatelné a po tpravé dostaneme

- 2 Wi 3. 3 Wi 3l . :
$1 +wypr = 5 Posin wot = ?@01(3 sin wpt — sin 3wot).

7Z vysledku je patrné, Ze pii vétSich pocate¢nich vychylkach kyvadla je
vysledné kmitani superpozici kmitani s vlastni frekvenci a kmitani s na-
sobky vlastni frekvence. Kmitani kyvadla pii vétsich vychylkich popisuje
rovnice
® = @ sinwt + g sin Jwt.

kde ¢ je bezrozmérova konstanta, kterd pro ¢y < 1 ma hodnotu ¢ < 1
(podrobngéji viz napt. [3]).

Tento poznatek muZzeme zobecnit tak, Ze kazdy periodicky dé&j, jehoz
pohybovéa rovnice obsahuje vys$i mocniny vychylky, popf. jiné veli¢iny to-
hoto déje, je anharmonicky a Fourierovou analyzou ho mtzeme rozlozit na

. 3 5 7
2>51n$:x—§—!+€—!—%+...
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harmonické slozky. Existence harmonickych slozek je nejvyznamnéjsim po-
znatkem o kmitani nelinedrnich dynamickych systémai. V podstaté to plati
i pro pruzinovy oscilator, pokud by vlastnosti pruziny pfesné neodpovidaly
Hookeovu zékonu. Pruzinovy oscilator tak predstavuje jen teoreticky mo-
del harmonicky kmitajiciho dynamického systému.

Kmitani kyvadla pti velké vychylce ilustruje model KY'V, ktery navazuje
na obdobny model na CD k ucebnici [2]. Vychazi z rovnice kyvadla (1) a
fesi ji numericky Eulerovou metodou:

€= —%singa

it1 =i tw; - dt
Wi+1 = W + [ dt
tiy1 =t; +dt

Model tesi pohyb kyvadla, jehoz pocateéni vychylka ¢y — 180°. Ta-
kovy pohyb ovSem nemuze konat klasické kyvadlo s télesem zavésenym na
vlakné. Nahradime ho tzv. rotdtorem, ktery je tvoren kulickou o hmot-
nosti m, upevnénou na konci lehké tycky o délce [, jejiz hmotnost ne-
budeme uvazovat. Druhym koncem tycky prochazi osa O, kolem které se
miize rotator otacet (obr. 5a). Okamzitou vychylku rotatoru vyjadiime
ihlem ¢, ktery tycka svird s osou y. Druhou veli¢inou charakterizujici
pohyb rotatoru bude jeho okamzita tthlova rychlost ¢.

Obr. 5 Rotator

Modelem KYV jsou zobrazeny soucasné tfi rotatory, pfri¢emz u prv-
ntho z nich mtZeme posuvnikem ménit pocateéni vychylku v intervalu
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(10° < g < 120°). Pro kazdé nastaveni po¢atetni vychylky je vypocitana
také odchylka periody od teoretické hodnoty Ty = 211\/_ Dalsi dva ro-
tatory maji pevné nastavené pocateéni vychylky 60° a 179°. Casové di-
agramy kmitani rotatorii jsou na obr. 6 (rotator s ménitelnou pocateéni
vychylkou je nastaven na tihel 120°).

q)}rad) Kyvadlo - Ghlova vychylka @(rad/s) Kyvadlo - ihlova rychlost

) LN\ f A
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Obr. 6 Casové diagramy vychylky a rychlosti rotatoru

7Z graft je patrné, ze s rostouci poc¢ateéni vychylkou se ¢asové diagramy
stale vice odliduji od harmonického kmitani popsaného rovnici (1). Méni
se jednak tvar kfivky ¢asového diagramu, jednak perioda kmitt. Dobfe je
patrny podil harmonickych slozek na ¢asovém diagramu kmitt pro poca-
te¢ni vychylku 120°, ktery ma vyrazny charakter kmitu s trojihelnikovym
pribéhem.

Féazové portréty pohybovych stavii rotatori ziskané modelem KYV jsou
na obr. 7. Vidime, Ze pii maximéln{ amplitudé poc¢éatecni vychylky se fazova
trajektorie v podobé elipsy, popt. kruznice méni v oblouk, jehoZ pocatec-
nim bodim odpovida maximalni vychylka a nulovéa thlova rychlost.

Fazovy portrét kyvadla
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Obr. 7 Fazové trajektorie rotatoru pro 60°, 120° a 179°
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Model nefesi pripad pocateéni vychylky ¢g = 180° = n. V tomto pfi-
padé je rotator ve svislé, nestabilni poloze (obr. 5b), takZe neni zfejmé,
kterym smérem bude jeho pohyb pokracovat. Na rotator miize pisobit také
(bod nestability) a podle okolnosti miZze pokracovat v pohybu obéma moz-
nymi sméry. Dostatecné velky pocateéni impuls muze vyvolat otaceni stale
jednim smérem. Zménu sméru pohybu by pak mohlo zptsobit tlumeni sys-
tému. Oscilator by nedosahl k nejvyssimu bodu trajektorie a zacal by se
pohybovat opaénym smérem. Kdyby vSak na rotator ptisobila periodicka

Obr. 8 Fazové portréty rotatoru

Fazovym portrétem rotatoru pii ruznych pocatecnich vychylkich je sou-
stava fazovych trajektorii na obr. 8. Ki¥ivky prochézejici bodem A odpovi-
daji situaci, kdy se systém nachézi v nestabilnim stavu (rotator je v labilni
poloze a ma nulovou rychlost). O dalsim pohybu pak rozhoduji i nepatrné
fluktuace silového piisobeni na rotator. Rozvétveni fazovych trajektorii
v bodé A doklada dvé mozZnosti dalsiho pohybu — otaeni ve stejném nebo
v opa¢ném sméru. K¥ivky bliZe k po¢atku soufadnicové soustavy (bod O)
reprezentuji stacionarni stav oscildtoru. Vnéjsi zvlnéné kiivky charakteri-
zuji otaceni rotatoru vétsi rychlosti, nez je rychlost potifebna k dosazeni
nestabilniho stavu. Rotator méa dostatek energie, aby se z maximéalni po-
lohy nevracel zpét, ale konal plynuly otac¢ivy pohyb. Fazova trajektorie
prochéazejici bodem A a dalSimi soumérné umisténymi body na ose vychy-
lek se nazyva separatriz a oddéluje dvé oblasti stavii dynamického systému:
oblast uzavienych fazovych trajektorii (kmitani) a oblast otevienych fazo-
vych trajektorii plynulého rota¢niho pohybu.
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Ukazeme, ze rovnice fazovych trajektorii vyplyvaji pfimo ze zakona za-
chovani energie a fazovy portrét konzervativniho systému muzeme vytvorit
bez FeSeni diferencidlni rovnice popisujici pohyb systému. Jestlize kyvadlo
vychylime z rovnovazné polohy o thel ¢, zvedne se v tthovém poli téleso
kyvadla do vysky h (viz obr. 5) a pro potencialni energii plati

Ey () = mgh = mgl(1 — cos p).

Graf na obr. 10 vyjadfuje tato zavislost pro cely rozsah vychylek od mi-
nima pii dhlové vychylce ¢ = 0, az pro maximalni hodnotu pfi ¢ = +mu:
E, = 2mgl. Pribéh ,potencialové jamy“ se lidf od grafu potencialni energie
harmonicky kmitajiciho oscilatoru (Cerveny graf na obr. 9), jehoZ perioda
na amplitudé vychylky nezavisi. V blizkosti minima obé kfivky splyvaji,
coz znamena shodu periody kmitani linearniho a nelinearniho oscilatoru.

Potencialni energie kyvadla

~ ﬁ rotace
1 kmitani

@(rad)
27w

Obr. 9 Potenciélni energie kyvadla

U konzervativniho systému neuvazujeme odpor prostiedi a jeho celkova
energie I je dana sou¢tem potencialni energie E}, a kinetické energie Ey
(Ex = 1/2J¢?), ktery je konstantni®)

1
§J¢2 + mgl(1 — cos¢) = E = konst. (3)

(J je moment setrva¢nosti rotatoru: J = mi?). Pro kyvadlo plati mgl/J =
= g/l = w? a v rovnici (3) nahradime cos p ~ 1 — p?/2. Po tpravé dosta-

3)V mechanice se pro thlovou rychlost rotaéniho pohybu obvykle pouZiva znacka w.
Zde je dana prednost oznadeni ¢, vyjadfujicimu derivaci de/dt. Oznaleni w je v textu
pouzito pro thlovou frekvenci, coz je skalarni veli¢ina charakterizujici periodicky déj a
je definovana vztahem k periodé T, popt. frekvenci f.
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neme pro fazovou trajektorii rovnici elipsy

»)
@ 2E

P =
wg  mgl

Kyvadlo (rotator) muZze maximalné vystoupit do vysky h = 2 a ziska
potencidlni energii Fpmax = mgh = 2mgl. V piipadé, Ze je v pocatetnim
okamziku rychlost rotatoru nulové, predstavuje tato energie také celkovou
energii E. Pokud je E < 2mgl, rotator kmita anharmonicky mezi hodno-
tami oy, a —@p,. Jestlize E > 2mgl, kona rotator otacivy pohyb s tthlovou
rychlosti, jejiz maximalni hodnota @max & /2FE/mi?. P¥i malé vychylce
(E < 2mgl) je kmitani harmonické s thlovou frekvenci wg = /g/I.

Zvlastni pozornost vénujeme situaci, kdy je kyvadlo (rotator) v nesta-
bilnim vrcholu trajektorie (¢ = %x). Pro limitni fazovou trajektorii (sepa-
ratrix) najdeme z rovnice (3) vztah

1
§m12¢2 + mgl(1 — cos ) = 2myl,

/1
» = F2wy % ~ +2wq cos %

Jeji grafické zobrazeni (obr. 10a) se shoduje s vysledkem ziskanym feSenim
rovnice kyvadla numerickou metodou (obr. 7). Casova zavislost thlové
vychylky a rychlosti pfi pohybu po separatrixe je na obr. 10b.

Separatrix Pohyb po separatixe
dirad/s) 2.9
eI \
N N SN
/ N 788 AN
TN T e | FEE TR ttl
N L 7T /
~_1
a b ——ujchylka =—=rychlost

Obr. 10 Separatrix

Cim vet je energie oscilatoru, tim vice se kmitani odlisuje od harmo-
nického pohybu a fazova trajektorie se lisi od elipsy. V blizkosti hodnoty
Epmax se fazova trajektorie protahuje vodorovnym smérem (sklon potenci-
alnf jAmy nenf tak strmy jako u parabolického tvaru kfivky pro harmonicky
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oscilator). Pfi velké amplitudé rotator v tomto stavu setrvava déle (ploché
maximum vychylky) a rychlost ma ostré maximum v nejniz$im bodé tra-
jektorie. Casovy pribéh rychlosti ma charakter impulsu, kterym rotétor
ziska potiebnou energii k vystupu do maximalni polohy (obr. 11).

Rotator s uhlovou vychylkou 0,997

2, @

8

i \

N Y

) \ 1/ \
. %/ \
— \ -

= thlova vychylka = ihlova rychlost

Obr. 11 Casovy diagram kmitan{ rotatoru s po¢ateéni ahlovou vychylkou 0,997

Pro pohyb kyvadla s extrémni vychylkou je charakteristické vyrazné
prodlouzeni periody T pohybu. Pro vypocet periody mizeme pouzit vztah
(4) odvozeny v [4]. Pro amplitudu vychylky ¢, = 0,997 = 178,2° dosta-
neme

2
T~ ETO In = 7,075s. (4)

T— ©m
V modelu KYV je pohyb kyvadla feSen jednoduchou, ale méné piesnou
Eulerovou metodou a timto postupem najdeme, Ze kyvadlo délky 1 m
(To = 2,006 s) kmita p¥i vychylce 0,99 s periodou T 7,08 s (T =~ 3,5Tp),
coz je v dobré shodé s teorii. To je dobfe patrné i z ¢asového diagramu na
obr 11. Pii zvétSeni pocatecni vychylky o 1° na 179,2° = 0,9956n vzroste
perioda o vice nez sekundu na 8,12 s a T ~ 4,07 (podrobnéji viz [4]).

* % %

Mizeme shrnout: Kmitani nelinearnfho dynamického systému neni cha-
rakterizovano jedinou frekvenci. Jde o periodicky pohyb, ktery je super-
pozici harmonickych kmitani s rtznou frekvenci. Periodu kmitani vSak
lze urcit na zakladé numerického Feseni odpovidajici pohybové rovnice.
Témito poznatky o oscilatorech se zabyva teorie dynamickych systému a
miZeme je na zakladé ziskanych fazovych portrétt zobecnit. Fazové por-
tréty oscilatort na obr. 1 az 3 odpovidaji tfem moznym staviim systému.
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Na obr. 1 je fazovy portrét stabilniho stavu, kterému na obr. 8 odpovida
bod O (stabilni stred), obr. 2 pfedstavuje tzv. stabilni ohnisko (rovnovaZny
stav, ke kterému sméfuje disipativni systém) a na obr. 3 je nestabilni oh-
nisko (systém sméfuje mimo rovnovazny stav). Okoli bodu A na obr. 8 se
oznacuje jako nestabilni sedlo, kdy nelze jednozna¢né rozhodnou o dalsim
pohybu systému, ktery mohou ovlivnit i nepatrné fluktuace pisobicich sil
nebo parametra systému.

Fluktuace v dynamickych systémech mohou mit ndhodny, stochasticky
raz, avsak déj, ktery zptisobi, oznacujeme jako deterministicky déj: pohyb
dynamického systému se 1idi piislusnou fyzikalni zékonitosti. Tim se de-
terministicky déj lisi od déje se stochastickym prubéhem, kdy jeho zakoni-
tosti neni mozné vyjadfit soustavou pohybovych rovnic a chovani systému
muzeme popsat jen na zakladé jeho empirického studia. Fazové portréty
deterministickych dé&ji tvori atraktory, jejichz pribéh lze pfesné popsat.

Pruzinové kyvadlo

Netlumeny rotator byl interpretovan jako konzervativni systém a popis
jeho pohybovych stavii byl jednoduchy — deterministicky. Existuji vSak
byt pric¢inou jejich chaotického pohybu. Jako priklad uvedeme pruzinové
kyvadlo (obr. 12). P experimentovani se svisle zavéSenym pruZinovym
oscilatorem pfedpokladame, ze bude kmitat podél svislé primky. Casto se
v8ak stava, ze pii nepatrné pocateéni odchylce od svislého sméru zacne
oscilator kmitat s ménici se amplitudou také ve vodorovném sméru jako
kyvadlo.

mg

Obr. 12 Pruzinové kyvadlo

I kdyZ se nam pruzinové kyvadlo jevi jako jednoduchy dynamicky systém,
analyza jeho pohybu neni trivialni a teoreti¢ti fyzikové se jim zabyvali jiz
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od 30. let minulého stoleti. Novym impulsem zajmu o tento oscilator se
stala moznost fesit jeho pohybové rovnice numerickymi metodami pomoci
pocitace. Proto najdeme na webu fadu aktualnich publikaci, které se touto
problematikou zabyvaji (z ¢eskych zdroju napf. [5] a [6]).Y) Pohyb pruzi-
nového kyvadla v roviné vztazné soustavy Oxy budeme zkoumat zjedno-
dusenym modelem PRU. Ten fesi pohybové rovnice obou moda kmiténi:
pri¢ného — kyvy a podélného — kmity (viz také [7, modely 2.3, s. 36 a
10.2.3, s. 147)).

Na kyvadlo piisob{ tihové sila Fg a sila pruZnosti Fp a pohybovou rovnici
kyvadla napiseme ve tvaru

ma= Fg + Fp = —mg—k(r — )7,

kde k je tuhost pruziny a [ je délka pruziny v nezatizeném stavu. Svisle
zavésSené pruzinové kyvadlo v klidu se ptisobenim tfhové sily prodlouzi na
delku r a plati mg = k(r — ). V obecné poloze uréuje smér sily pruznosti
jednotkovy vektor 2 = r/r, kde r je polohovy vektor uréujici polohu t&lesa
vzhledem ke vztaznému bodu O. Budeme uvazovat pohyb kyvadla v roviné
2y, takZe soufadnice polohy télesa z = rsing, y = rcosp ar = \/x2 + y2.
Vychodiskem dynamického modelu jsou slozky piisobicich sil:

ma, = —k(r — Z)E, may = —mg — k(r — l)y
r T

Program modelu PRU tvofi posloupnost vypocti (dt je ¢asovy krok):

N

az(:}/) (T*D%
o =9 (%) -1

VUgitl = Ugi + Qg - dt
Vyi+1 = Uy + Gy + dt
Tig1 = Ty + Vgpyr - dt
Yitl = Yi + Uyy1 - dt
tigr =t; +di

AN

4V geskych publikacich je ¢ast&jsi termin pruné kyvadlo, co? je ekvivalent anglického
terminu elastic pendulum. Vzhledem k terminu prufinovy oscildtor v u&ebnici [2], je
dana prednost terminu pruzinové kyvadlo.
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Ponechédme na ¢tenafi, aby si vlastnosti pruzinového kyvadla s riznymi
parametry a pocateénimi podminkami ovéfil na modelu PRU. Podrobnéji
si vSimneme jen zvlastniho piipadu, kdy dochazi k rezonanci obou modu
kmitani. V tomto pfipadé muzeme nahlizet na pruzinové kyvadlo jako na
soustavu dvou sprazenych oscilatort, kdy se energie podélného kmitavého
pohybu kyvadla ve sméru osy y prenési na jeho pfi¢né kyvy ve sméru
osy = a naopak. To se projevuje periodickymi zménami amplitud pohybu

v navzajem kolmych smérech (pfi¢né kmitani oznacime jako kyvy, podélné
kmitani jako kmity). Zaméiime se na piipad, kdy plati

2
mg _ Yy _ L Tigvy

=2.
Kl Wiy 4 Tty

Rezonanci nastavime na zékladé poznatkt o kmitani vazanych oscila-
tori (v programu PRU jsou hodnoty period obou modii kmitani spoéteny).
Pfi rezonanci prejde veskera energie z oscilatoru na rezonator, amplituda
oscilatoru je minimalni (pfi pfesném nastaveni nulova) a amplituda kmita
rezonatoru je maximalni (viz obr. 13b).

Trajektorie kmiti Casovy diagramxay

02 o1 Yl ot Xop

Fazovy portrét x

pe iy
s e

|~/

=i

()
A YF

15

(=

Obr. 13 Kmitani pruzinového kyvadla
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V naSem pripadé tento stav nastal pfi nastaveni parametri: m = 0,16 kg,
k = 26,1 N/m, ! = 0,24 m a poatetni vychylce 2o = 0,001 m, yo = —0,4 m.
Tomu odpovidaji hodnoty periody pfi¢nych kyvi Tiyvy, = 0,98 s a peri-
ody podélnych kmit@ Timity = 0,49 s. Program PRU umoziuje piiblizné
zobrazeni rezonanc¢niho stavu i pii jiném nastaveni parametrt, napiiklad:
m = 0,35 kg, k = 26,6 N/m, [ = 0,51 m. AvSak jiZz mala zména uvedenych
parametru vede k chaotickému pohybu pruzinového kyvadla.

Dosud jsme se zabyvali pruzinovym kyvadlem teoreticky. Mtzeme si
polozit otazku, zda lze ziskané poznatky o rezonanci dvou modu kmitani
pruzinového kyvadla ovérit také praktickym experimentem. Ukazeme po-
stup, ktery muze byt inspirativni i pro samostatné zékovské prace. Pohyb
kyvadla budeme sledovat pomoci tzv. videoanalyzy (viz [8]), ktera slouzi
k analyze obrazového zaznamu pohybu pofizeného digitalni kamerou, popft.
i mobilem nebo tabletem. Diilezité je, aby téleso kyvadla bylo opatfeno ba-
revnou znackou, ktera je kontrastni vzhledem pozadi (obr. 14a). Pro ucely
videoanalyzy existuje nékolik programi, z nichz nejlepsi vysledky lze ziskat
programem Tracker [9].

Moznosti tpravy pruzinového kyvadla tak, aby byly splnény podminky
pro vznik rezonanénich kmiti, jsou omezené. U bézné pouzivanych pruzin
nemame totiz moznost podle potfeby nastavovat jejich délku a ménit tu-
host pruziny. Jako ¢aste¢né ménitelny tak zistéava jediny parametr, tzn.
hmotnost kmitajictho télesa. V naSem piipadé byla hmotnost upravovana
pridavanim feritovych magnett k ocelovému vélecku, ktery tvoril téleso
kyvadla. Timto zptisobem bylo mozné nastavit podminky rezonance jen
piiblizné. Doba trvani obrazového zaznamu je pfiblizné 25 s (snimaci frek-
vence 25 snimki/s, tzn. perioda 40 ms). Pro piehlednost je k zobrazeni
trajektorie vyuzito 100 snimki (obr. 14b) z celkovych 625 snimki.

L

%
N

%

Obr. 14 Videoanalyza kmitani pruzinového kyvadla
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Okamzité hodnoty kinematickych veli¢in pohybu kyvadla jsou progra-
mem zaznamenany do tabulky, kterou lze exportovat do programu MS Ex-
cel. Vysledek videoanalyzy pruzinového kyvadla je na obr. 15. Z ¢asovych
diagramt pFi¢nych kyvi a podélnych kmiti jsou patrné charakteristické
razy spfazenych oscilatori, ale soucasné je ziejmé, Ze piesné rezonance
nebylo dosazeno.

XV (mm)\fideoanah}za kmitani pruZinového kyvadla
100

g
A VATV WY V)

—kywy =——kmity

Obr. 15 éasovy diagram kmitani pruzinového kyvadla

Program Tracker umoziuje i dalsi analyzu ziskanych dat. Napf. 1ze ur-
¢it Fourierovou analyzou zakladni frekvenci periodickych pohybu. Tak bylo
zjisténo, ze zakladni frekvence pricnych kyvl fiyvy = 2,38 Hz a podélnych
kmit@ fumity = 1,43 Hz (obr. 16). To znamena, ze pomér frekvenci obou
modu kmitani je 5 : 3. Muzeme si vS8ak pov8imnout, Ze ve spektru po-
délnych kmiti (obr. 16b) se objevuje také frekvence odpovidajici presné
dvojnasobku frekvence pfi¢nych kyvi, ¢ili rezonanénimu stavu.

x10° hmotaA [t, x] hmeotaA [t, y]

a0 I
0 _ ][]

a 130 135 140 145 150 155 b 22 24 26 28 3,0
freguency frequency

Obr. 16 Fourierova analyza kmitani pruzinového kyvadla
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Zaveér

Ukézali jsme, Ze i souasné fyzika muze mit zajem o studium zdanlivé
jednoduchych dynamickych systémi, které vykazuji neobvyklé chovani.
U fady nelinearnich dynamickych systémi je fazovy portrét téchto oscila-
torit oznacovan jako podivng atraktor. Jejich studiem se zabyva relativné
nova disciplina — deterministicky chaos. Zékladni informaci o tomto zaji-
mavém oboru fyziky lze ziskat napf. v publikaci [10, s. 154-176].
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