INFORMATIKA

Optimalni zptusob placeni
(Ulohy z MO kategorie P, 40. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V naSem serialu ¢lanki o tlohach z Matematické olympiady kategorie P
(programovéni) se tentokrat sezndmime s FeSenim jedné pomérné snadné
tilohy z doméciho kola 69. roéniku MO (8kolni rok 2019/20). Uloha pojed-
nava o znamém problému, jak zaplatit danou ¢astku pomoci nejmensiho
mozného poc¢tu bankovek ¢ minci. Ukazeme si, kdy lze pfi feSeni pouzit
jednoduchy hladovy algoritmus a co lze délat, pokud tento postup po-
uzit nemizeme. Jako obvykle se nejprve seznamime s presnym zadanim
soutézni tlohy.
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Soutézni tloha

V Kocourkové maji systém platidel velmi podobny nasemu. Nejmensi
nominalni hodnotou je 1 tolar. Existuji mince a bankovky s nasledujicimi
péknymi, systematicky zvolenymi nominalnimi hodnotami: 1, 2, 5, 10, 20,
50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 20000 a 50 000 tolart.

Kocourkovské centralni banka se rozhodla, Zze vyda jesté jednu no-
vou bankovku v hodnoté z tolarti. Obyvatelé Kocourkova si nyni kladou
fadu otézek tohoto typu: Kdyz budu chtit zaplatit pfesné ¢; tolart, kolik
nejméné kusu platidel staci pouzit?

Format vstupu a vystupu

Na prvnim Fadku vstupu je ¢islo x: nominalni hodnota nové bankovky.
Na druhém tadku je ¢islo ¢: pocet otézek, které maji obyvatelé Kocourkova.
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Na tfetim fadku vstupu jsou mezerami oddélena ¢isla tq,. .., ¢,: sumy pro
jednotlivé otazky. Na vystup vypiste ¢ fadkt: postupné pro kazdou otazku
jeden Fadek s prislusnou spravnou odpoveédi.

Omezeni a hodnoceni

Vage feSeni bude testovano na péti sadach vstupnich dat, za spréavné
vyfeSeni kazdé z nich dostanete dva body. V kazdé sadé plati ¢ < 50 a
je zaruceno, ze x bude rizné od nominalnich hodnot existujicich platidel.
V jednotlivych sadach plati nasledujici dalsi omezeni:

vstup ¢islo1l x <20 vSechna t; < 20
vstup ¢islo 2 & = 100000 v8echna t; < 105
vstup ¢islo 3 x < 105 v8echna t; < 105
vstup ¢islo 4  x < 107 vSechna t; < 107
vstup ¢islo 5  x < 2.109 vSechna ¢; < 2.109
Priklad

Vstup: Vystup:

4700 3

4 2

53 9400 9401 30000 3

2

Nové bankovka mé hodnotu 4700 tolaru.
— Nejlepsim zptisobem, jak zaplatit 53 tolari, je pouzit platidla s hod-
notami 50 4+ 2 + 1.

— Nejlepsim zptsobem, jak zaplatit 9400 tolard, je pouzit dvé nové
bankovky.

— Nejlepsim zptsobem, jak zaplatit 9401 tolari, je pouzit dvé nové
bankovky a jednu jednotolarovou minci.

— Nejlepsim zpusobem, jak zaplatit 30000 tolart, je 10000 + 20000.
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Ulohu nejprve vyfesime pro ptivodni pravidelnou sadu platidel bez nové
pridané bankovky s hodnotou z. Pro optimalni zaplaceni jakékoliv ¢astky
muzeme pouzit jednoduchy hladovy algoritmus. Dokud neni cela ¢astka
zaplacena, opakujeme tento postup: vzdy pouzijeme nejvétsi platidlo, jehoz
hodnota nepfevysi tu ¢astku, kterou je jesté tfeba zaplatit. Jedna se o zcela
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prirozeny intuitivni postup, ktery funguje i pro ¢eské koruny nebo tieba
pro eura. Jeho spravnost ale musime porddné zdivodnit.

K ditkazu spravnosti uvedeného postupu pristoupime odzadu. Pfi pla-
ceni ¢astky mensi nez 10 tolard jisté muzeme pouzit pouze mince s hodno-
tami 1, 2 a 5 tolart. Snadno ovéfime rozborem vsech piipadi, Ze hladovy
algoritmus najde optimaln{ zptisob zaplaceni kazdé takové ¢astky. Chceme-
-li zaplatit ¢astku 10 tolarta nebo vyssi, v jakékoliv optimalni platbé budou
mince 1, 2 a 5 pfedstavovat celkovou sumu nejvyse 9 tolart. Jinak by totiz
bylo mozné nahradit ¢ast z nich desetitolarovou minci a tim pocet kust
platidel snizit (piipadné platbu typu 542+ 2+ 2 nahradime pomoci 10+1,
coZ je také snizeni po¢tu kusi platidel). To znamené, Ze p¥i optimélnim pla-
ceni jakékoliv ¢astky pouzijeme mince 1, 2 a 5 pouze k zaplaceni , posledni
cifry*“ této ¢astky. Jiz vime, ze to udéla hladovy algoritmus spravné. Nyni
muzeme zrusit mince 1, 2 a 5 a také smazat posledni cifru placené ¢astky
a celou uvahu zopakovat pro dalsi fad a platidla 10, 20 a 50. Situace je
tam naprosto stejna. Postupné muzeme takto zpracovat odzadu vSechny
dekadické fady placené ¢astky a dostavame tak, ze hladovy algoritmus fun-
guje i pro desitky, stovky, tisice a desetitisice tolari. Zbyva doplnit, co se
stane, kdyz placené ¢astka prevysi sto tisic tolart. Nejvyssi bankovka ma
hodnotu 50000, takze optimélni zaplaceni kazdych 100000 tolard obsa-
zenych ve vysledné sumé jisté ziskdme pomoci dvou takovych nejvyssich
bankovek. Pfesné to déla nas hladovy algoritmus.

Vsimnéte si, ze popsany hladovy algoritmus nemiizeme automaticky po-
uzit pro jakoukoliv sadu platidel. O tom se snadno piesvédéime pomoci
dvou konkrétnich piikladti. Uvazujme nejprve jednoduchou sadu platidel
tvofenou pouze mincemi 1, 3 a 4 tolary, chceme zaplatit ¢astku 6 to-
lari. VySe uvedeny hladovy algoritmus pouzije nejprve minci s hodno-
tou 4 tolary a pak dvé po 1 tolaru, celkem tedy tfi kusy. Toto feSeni
zjevné neni optimalni, lepsi je pouzit dvé mince po 3 tolarech. Druhy
piiklad vychézi pfimo z na$i feSené ulohy. Pfedpokladejme situaci v Ko-
courkové popsanou v zadani tlohy, nova bankovka ma hodnotu 444 to-
lart, chceme zaplatit ¢astku 888 tolart. Hladovy algoritmus najde feSeni
500 4 200 4 100 4+ 50 + 20 + 10 + 5 + 2 + 1 tvofené deviti platidly, zatimco
optimalni platbu dostaneme pouzitim pouze dvou novych 444tolarovych
bankovek.

Vratme se nyni k na$i tloze. Bylo pomérné snadné vyfesit prvni dvé
testovaci sady vstupnich dat a ziskat tak v soutézi za tuto tlohu alespon
¢ast bodu. Prvni sada obsahuje pouze velmi malé hodnoty a muzeme ji
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proto vytesit hrubou silou tak, ze vyzkousime v8echny moznosti placeni.
Ve druhé sadé nova bankovka s hodnotou x pouze prodluzuje pravidelnou
sadu platidel, pro kterou je mozné pouzit jednoduchy hladovy algoritmus,
ktery jsme popsali vyge.

Ukazeme si, jak vypada obecné feSeni tlohy po piridani nové bankovky
s hodnotou z. Dilezité je uvédomit si, Zze nepracujeme s né&jakou zcela ne-
pravidelnou sadou platidel, ale s nasi péknou pravidelnou sadou, do niz je
pouze pridana jedna ,,cizi“ hodnota navic. Kdybychom pfi placeni ¢astky ¢
védéli, kolik kusii bankovky & mame pouzit, bylo by feSeni snadné. Zbyva-
jici ¢astku chceme totiz zaplatit optimélnim zptisobem pomoci pravidelné
sady platidel, pro kterou jiz miZeme pouzit hladovy algoritmus. My sice
nevime, kolik kust bankovky z je tfeba pouzit, ale mtizeme snadno vy-
zkouSet v8echny mozZnosti (tzn. 0, 1, 2, 3, ...) a vybrat z nich tu nejlepsi.

Méme navic jistotu, ze pocet zkoumanych moznosti nebude p¥ili§ velky.
Bankovku s hodnotou x pouZijeme urcité méné nez 50000krat. Pokud
x < 50000, nemuZe se vyplatit pouzit 50000 kust bankovky x, nebot
misto nich je vyhodnéjsi pouzit « kust bankovky s hodnotou 50 000. Pokud
x > 50000, uréité nepouzijeme 50000 kusii bankovky x, nebot 50000% >
> 2-10? a ze zadani tlohy vime, Ze viechny zkoumané ¢astky jsou shora
omezeny &islem 2 - 10°.

Implementace popsaného algoritmu je velmi jednoduché — vyzkousime
v8echny moznosti pro pocet pouzitych kusi bankovky s hodnotou x a
pro kazdou z nich uré¢ime hladovym algoritmem, jak lze optimalné zaplatit
zbyvajici ¢astku. Z takto ziskanych moznosti vybereme to nejlepsi. Vhodné
pfitom omezime pocet zkoumanych moznosti: pfi placeni ¢astky t nemé
smysl zkousSet vétsi pocet bankovek s hodnotou x, nez kolika kusy platidel
zaplatime ¢astku ¢ hladové bez pouziti této piridané bankovky. Bylo by
pochopitelné také zbyteéné zkouset vétsi pocet bankovek x, nez kolik ¢ini
podil ¢/x.

program Placeni;
var x: longint; {hodnota nové bankovky}

q: integer; {po&et dotazu}
t: longint; {placend &astkal}

pocetx: longint; {poéet novjch bankovek}
r: integer; {dalsi moZné reSeni}
reseni: integer; {vysledek}

i: integer;
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function Hladove(t: longint): word;
const platidla: array[l..15] of word
= (1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,
1000, 2000, 5000, 10000, 20000, 50000);
var pocet, i: integer;

begin
pocet = 0;
for i:= 15 downto 1 do
begin
pocet := pocet + t div platidla[i];
t := t mod platidla[i]
end;
Hladove := pocet

end; {function Hladovel}

begin
readln (x);
readln(q);
for i := 1 to q do
begin
read (t);
reseni := Hladove(t);
pocetx := 1;
while (pocetx < reseni) and (pocetx * x <= t) do
begin
r := pocetx + Hladove(t — pocetx * x);
if r < reseni then reseni := r;
pocetx := pocetx + 1
end;
writeln (reseni)
end
end.
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