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Mnoho lidi jiz feSilo problém nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma misty.
Velmi ¢asto, kdyz navstivime néjaké nové misto, a chceme se dostat k né-
jaké jeho zajimavé Casti, napiiklad néjaké pamétce, spustime na mobilnim
telefonu aplikaci s mapou a nechame ji najit nejkratsi cestu z mista, kde
stojime, do cilového mista. V ¢lanku si ukdzeme abstraktni problém hledéni
nejkratsich cest v grafu, ktery zachycuje podstatu problému feseného mo-
bilni aplikaci hledajici cestu na mapé. Uvidime, Ze tento problém ma jasné
definovanou strukturu: zZada se v ném, abychom nagli objekt s nejmensi
cenou z piesné definované mnoziny objekti. Takovou strukturu ma velka
skupina algoritmickych problémi, takzvané optimalizacni problémy.

Budeme se vénovat také algoritmim pro optimaliza¢ni problémy. Uvi-
dime, Ze existuji optimalizacni problémy, které jsou snadné v tom smyslu,
7e existuje efektivni algoritmus, ktery vzdy najde optimalni FeSeni. Piikla-
dem takového problému je pravé problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu.
Existuji ov8em i optimalizaéni problémy, které snadné nejsou. U takovych
problému se musime smifit s tim, ze efektivni algoritmus nemiize vzdy
nalézt optimalni feSeni. Mtuzeme se ovSem snazit se optimalnimu feSeni co
nejvice priblizit. Takovému efektivnimu, ale pfitom neoptimélnimu algo-
ritmu fikdme aproximacni algoritmus.

1. Optimaliza¢ni problémy

V abstraktni verzi problému vyhledévani nejkratsi cesty na mapé hle-
déame nejkratsi cestu mezi dvéma uzly v grafu. Graf je matematicky ob-
jekt, ktery je tvofen mnozinou wvrcholi V' a mnozinou hran H, pritom
kazda z hran je dvojice vrcholi z V. Mizeme jej jednoduSe zobrazit tak,
ze vrcholy namalujeme jako mala kolecka a hrany jako tsecky spojujici
vzdy dvojici kolecek, kterd dané hrané odpovidaji. Napiiklad graf s vr-
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choly V = {a,b,c,d,e, f} a hranami')

H = {{a7 b}7 {a’7 C}? {b7 C}’ {b’ d}? {b7 e}’ {C7 6}3 {d’ 6}7 {e? f}’ {d7 f}} (]‘)

je na obr. 1 (a).
Cesta z vrcholu u do vrcholu v v grafu je posloupnost vzajemné ruznych
vrchola

U=UL,U2y..., UL, =V

takovych, ze pro ¢ = 1,2,...,k — 1 jsou vzdy vrcholy u; a u;11 spojeny
hranou. O takové hrané pak fekneme, Ze na cesté lezi. V naSem piikladeé je
tedy posloupnost a, b, c,e, f cestou z vrcholu a do vrcholu f, ale posloup-
nost a, ¢, d, f cestou neni, protoze mezi vrcholy ¢ a d neni hrana. Pro danou
dvojici u,v miZe byt v grafu cest z u do v vice, pfipadné nemusi existo-
vat zadna. Ve zbytku textu budeme predpokladat, ze pro kazdou dvojici
vrchold existuje v grafu existuje alesponi jedna cesta. Cest z vrcholu a do
vrcholu f je v grafu na obr. 1 (a) celkem 13. MiZeme si je prohlédnout na
obr. 1 (b).

Jaky je vztah mapy mésta a grafu? Vrcholy grafu muzeme povazovat
za mista na mapé mésta. Hrana mezi dvéma vrcholy grafu pak rika, ze
mezi misty, kterd spojuje, mizeme prejit bez projiti nékterym z ostatnich
mist. Vhodnymi kandidaty pro vrcholy pak jsou naptiklad k¥izovatky ulic,
vyznamna mista ve mésté a podobné, hrany v takovém piipadé mohou
predstavovat ulice nebo chodni¢ky v parku. Kazdé cesté v grafu tedy od-
povida jedna cesta méstem. Z mapy lze obvykle vyéist vzdalenosti mezi
jednotlivymi misty na mapé. Do grafu tyto vzdélenosti prirozené zaradime
tak, ze tuto vzdalenost pfifadime k hranam. Udélame to tak, ze zavedeme
funkci §, budeme ji fikat ohodnoceni hran, ktera hrané prifadi kladné raci-
onalni ¢islo. Délku cesty wuq, uo, ..., ur pak spoéitame jako soucet ohodno-
ceni hran, které na této cesté lezi. Nejkratsi cesta na mapé tak odpovidéa
nejkratsi cesté v grafu.

Problém nalezeni nejkratsi cesty je svou formou podobny velké mno-
zin€ jinych problémi, kterym souhrné rikdme optimalizacni problémy. Jsou
charakteristické tim, Ze kazdy z nich miiZeme tplné popsat pomoci nasle-
dujicich ¢tyt polozek.

DFormalng je pro nas hrana dvojprvkovad mnoZina vrcholi. Hrana {a,b} je tedy
stejnad jako hrana {b,a}. Hovofime-li tedy o hrané z vrcholu a do vrcholu b, myslime
tim i hranu jdouci z vrcholu b do vrcholu a. Hrany tedy nemaji smér (orientaci). Grafy,
kde na orientaci hran zalezi, existuji, nebudeme si jimi ale zabyvat.
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Obr. 1 (a) Graf s ohodnocenim hran. (b) VSechny cesty z vrcholu a do vrcholu
f v grafu (a) spolu s jejich délkami. Hrany lezici na cesté jsou vyznaceny tu¢né.
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e Mnozina vstupnich instanci®. Popiseme, jaké objekty povazu-
jeme za platné instance problému.

e Pripustna reSeni. Kazdé konkrétni instanci pfifadime mnozinu tzv.
pripustnych feSeni. Pripustné feSeni povazujeme za korektni vysle-
dek.

e Cena pripustného reSeni. Uréime, jak ocenit jednotliva pfipustna
feSeni. Cenou je vzdy racionélni &islo.

e Cil. Uréime, zda-li chceme nalézt pripustné feSeni s maximalni ce-
nou nebo to s miniméalni cenou. O takovych feSenich fikdme, Ze jsou
optimdlnd.

Pro problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je vstupni instance tvofena
grafem s ohodnocenim hran a poc¢ateénim a cilovym vrcholem (napiiklad
grafem na obrazku 1 (a) a vrcholy a a f tohoto grafu). MnoZina pii-
pustnych FeSeni je pro konkrétni takovou instanci tvofena vSemi cestami
z pocatecéniho do cilového vrcholu v daném grafu. Za cenu jedné cesty
povazujeme jeji délku. (Mnozinu p¥ipustnych feSeni a jejich cen pro nas
priklad vidime na obrazku 1 (b).) Zajima nés nejkratsi cesta, tudiz cilem
je najit pripustné feSeni s minimélni cenou.

Nabizi se nasledujici naivni algoritmus. Pro vstup tvoreny grafem G, po-
¢ate¢nim vrcholem u a cilovym vrcholem v, nejdfive vygenerujeme vSechny
cesty v G, které vedou z u do v. Potom spocitame jejich délky a vybereme
tu nejkratsi. Napiiklad nejkratsi cestu z a do f v grafu na obr. 1 (a) nalez-
neme tak, Ze namalujeme obr. 1 (b) a na ném najdeme cestu s minimalni
cenou. Po kratkém zamySleni ovSem zjistime, Ze pocet cest mezi dvéma
uzly v grafu muze s poctem uzla grafu rist vice nez polynomialné a naivni
algoritmus ma proto piili§ velkou ¢asovou slozitost, a to i presto, ze veli-
kost jedné cesty (tj. poCet vrcholt na cesté) je vzhledem k velikosti grafu
(tj. po¢tu vrcholu grafu) mala.

Podobné tvaha plati pro mnoho praktickych a pfirozenych optimalizac-
nich problémt kombinatorické povahy. Na takové problémy se ve zbytku
textu omezime. Uvedme si proto jesté jednou explicitng, Ze se zajimame
o problémy, u kterych

e piipustna feSeni maji vzhledem k velikosti vstupni instance nejvyse
polynomickou velikost,

2)Slovem instance oznacujeme konkrétni vstup algoritmického problému.
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e umime v polynomickém ¢ase (op&t vzhledem k velikosti vstupni in-
stance) spocitat cenu pripustného FeSeni,

e samotnych piipustnych Feseni mtze byt mnoho a v tom spociva ob-
tiZnost daného problému.

2. Dijkstrav algoritmus

V této kapitole si ukdzeme algoritmus, ktery v polynomickém ¢ase na-
lezne nejkratsi cestu v grafu z poc¢ateéniho do cilového vrcholu. Vstupem
algoritmu je graf G s mnozinou vrchola V', mnoZinou hran H, ohodnoceni
hran §, poc¢atecni vrchol s a cilovy vrchol ¢.

Algoritmus postupné hleda nejkratsi cesty z s k ostatnim vrcholim
v grafu, a tedy specialné i k vrcholu . Za¢ina s prazdnou mnozinou vr-
cholti, ke kterym je zndma nejkratsi cesta, a v kazdém kroku do této mno-
ziny jeden vrchol prida. Ke kazdému vrcholu w si algoritmus uchovava dvé
polozky. Jsou to

e [(u): délka doposud nejkratsi nalezené cesty z s do u. Pokud al-
goritmus jesté zadnou takovou cestu nenalezl, je hodnota rovna oo.
Pripomenme, Ze x+00 = oo pro kazdé realné ¢islo x a ze co+00 = 0.

e p(u): vrchol, ktery je na doposud nejkratsi nalezené cesté z s do
u t&sné pred vrcholem u. Pokud takovy vrchol neexistuje (protoze
algoritmus dosud Zadnou cestu nenaSel, nebo protoze je u prvnim
vrcholem na cesté), je p(u) rovna —.

Mnozinu vrcholi, ke kterym jiz algoritmus nasSel nejkratsi cestu, ozna-
¢ime @ a vrchol, ke kterému algoritmus nasel nejkratsi cestu v aktuilnim
kroku oznacime v. Béh algoritmu na grafu z obrazku 1 (a) je znazornén
na obrazku 2.

DIJKSTRUV ALGORITMUS

Vstupem je graf G s ohodnocenim hran §, vrcholy s a t.
Vystupem je nejkratsi cesta v G z s do t

1. Nastav I(s) < 0 a p(s) < —. Pro vSechny vrcholy u nerovnajici se s
nastav [(u) < 0o a p(u) + —.

2. Nastav Q < 0 a v « s.
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3. Pokud je v vrcholem ¢, pak pomoci polozek p() vrcholi sestav nej-
krat$i cestu z s do v a tu vrat jako vysledek. Vracené cesta vznikne
obracenim posloupnosti

t,p(t),p(p(t)), p(p(p(t))), - - ., s

4. Pokud v neni vrcholem ¢, pak pro kazdy vrchol u ¢ @, do kterého
vede hrana z vrcholu v, zkontroluj jestli

() + (v, u) < l(u).

Pokud tomu tak je, nastav

5. Pridej vrchol v do mnoziny Q.

6. Nastav v na vrchol, ktery nepatii do ) a ktery mé mezi vrcholy
nepatficimi do @ nejmensi polozku I().

7. Ptejdi k bodu 3.

O Dijkstrové algoritmu muzeme ukézat, Zze ma polynomickou slozitost
vzhledem k poctu vrchola grafu, ten ozna¢me n. Kli¢em je pozorovani, Ze
po kazdém provedeni kroku 5 se mnozina @ zvétsi o 1 uzel. Tim vidime,
ze kroky 3 az 6 se provedou nejvyse n-krat. Déle si vSimneme, Ze kazdy
z krokil 3 az 6 zabere konstantni nasobek n operaci, protoze v nich pro-
chazime v8echny uzly a pro kazdy z nich provadime pevny pocet operaci.
Celkové je tedy slozitost algoritmu piiblizné n?.

Lze také dokazat, ze Dijkstriv algoritmus vzdy vrati cestu s nejmensi
cenou, tedy tu nejkratsi. Diukaz je pro tucely tohoto textu piilis kompliko-
vany a proto ho vynechame. Pro zdjemce ale uvedme alespoii jeho nastin.
Klicovym pozorovanim je to, ze kdykoliv pfifadime proménné v néjaky
vrchol, nalezli jsme nejkratsf cestu z s do tohoto vrcholu. Toto pozorovani
lze dokazat matematickou indukei pfes velikost mnoziny @, vyuZije se pii
tom faktu, Zze ohodnoceni hran grafu jsou nezaporna.

Dijkstrav algoritmus je tedy korektni, tj. vzdy vraci pfipustné feseni, a
optimdlini, tj. vzdy vraci optimalni feSeni. Pojem korektniho a optimélniho
algoritmu je obecny a mutzeme jej piirozené pouzivat i pro jiné algoritmy
a jiné optimaliza¢ni problémy.
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Obr. 2 Pribéh Dijkstrova algoritmu na grafu z obrazku 1 (a). U vrchola jsou
zachyceny polozky [(u) a p(u), polozky s hodnotou [(u) rovnou co jsou vyne-
chany. Graf je zachycen vzdy po provedeni bodu 4 algoritmu. Aktuélni vrchol v,
polozky, které se béhem tohoto kroku zménily, a nejkratsi cesta z pocateéniho
vrcholu do v jsou zvyraznény cervené. Vrcholy patfici do mnoziny @) jsou zvy-
raznény modfie. Pro jednoduchost jsou vynechana ohodnoceni hran.
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3. Obtizné problémy a aproximacni algoritmy

V predchozi kapitole jsme vidéli, Ze pro problém nalezeni nejkratsi cesty
v grafu existuje algoritmus s polynomickou sloZitosti, ktery najde opti-
malni FeSeni. Problém nalezeni nejkratsi cesty v grafu je z tohoto pohledu
snadny. V této kapitole si ukazeme, Ze existuji i optimaliza¢ni problémy,
pro které takovy algoritmus zatim neznadme a dokonce véfime, Ze neexis-
tuje. Takové problémy povaZzujeme za vypocetné obtizné. Nejdiive defi-
nujme rozhodovaci problém pridruzeny optimalizaénimu problému.

Definice 1. Rozhodovaci problém Il4e. pfidruzeny minimaliza¢nimu pro-
blému®) II je problém, jehoz vstupem je instance I problému IT a racionalni
¢islo k. Ukolem je rozhodnout, jestli existuje piipustné feSeni instance I
s cenou mensi nebo rovnou k.

Napftiklad rozhodovaci verze problému hledani nejkratsi cesty je nasle-
dujici problém: Pro graf G, vrcholu s a t, a ¢islo k rozhodni, zda-li v G
existuje cesta z s do t s cenou nejvyse k.

Algoritmus A, ktery v polynomickém ¢ase najde optimélni feSeni opti-
maliza¢niho problému II, mtizeme pouzit k vyfeSeni jeho pridruzeného roz-
hodovaciho problému Ige.. Pro instanci (I, k) nejdiive spoéitdme pomoci
algoritmu A optiméalni feSen{ instance I (pFipomehme, Ze to je instance
optimaliza¢niho problému IT), poté spoéitame jeho cenu, porovname ji s k
a na zakladé toho odpovime. Kazdy z predchozich krokid miizeme provést
v polynomickém ¢ase, a proto cely postup miizeme povazovat za algoritmus
pro Ilgee pracujici v polynomickém case. Pokud napfiklad chceme vyfesit
rozhodovaci verzi problému hledani nejkratsi cesty v grafu, stac¢i pomoci
Dijkstrova algoritmu nalézt nejkratsi cestu, spocitat jeji délku d a porov-
nat ji s k. Pokud je d < k, odpovime ano, v opa¢ném pfipadé odpovime
ne. Vidime tedy, ze plati nasledujici véta.

Véta 1. Pokud pro optimalizacni problém 11 existuje optimdiIni algorit-
mus s polynomickou sloZitosti, pak existuje algoritmus s polynomickou slo-
zZitosti i pro problém 1lgec.

Ddlezitym dtsledkem pfedchozi véty je nasledujici tvrzeni.

Dasledek 1. Pokud pro problém Ilge. neexistuje algoritmus s polynomic-
kou sloZitosti, neexistuje ani optimdlng algoritmus s polynomickou sloZitosti
pro problém 1II.

3)Pro maximaliza¢ni problém je definice analogicka.
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Pro mnoho pfirozenych optimaliza¢nich problému plati, Ze jejich roz-
hodovaci verze je NP-tiplnd. Pokud pfijmeme za pravdivou domnénku
P # NP, pak miZeme usoudit, Ze pro takové problémy neexistuje po-
lynomicky algoritmus, ktery vraci optimalni feSeni pro kazdy svilj vstup.
Nemuzeme ovSem vyloucit existenci algoritmu s polynomickou sloZitosti,
ktery sice pro nékteré vstupy optimélni feSeni nevrati, ale cena jim vrace-
ného feSeni je cené optimalniho FeSeni rozumné blizko. Jak uvidime nize,
takové algoritmy skute¢né existuji. Rikame jim aprozimacni algoritmy® .

Jako ptiklad obtizného optimalizaéniho problému si uvedme problém
nalezeni minimdliniho vrcholového pokryti grafu, jehoz nazev budeme zkra-
covat jako Min-VC.” Vstupem problému je neorientovany graf G's mnozi-
nou vrchold V' a mnozinou hran H. Pro mnoZzinu vrcholi C' C V a hranu
h € H ftekneme, Ze h je pokrytd C (pfipadnéd ze C pokryva h), pokud
alespoii jeden z vrcholt h (pfipomefime, Ze hranu chapeme jako mnoZzinu
dvou vrcholi) patii do C. O mnozing C fekneme, Ze je vrcholovym pokry-
tim grafu, pokud pokryva kazdou hranu v H. Mnozinou piipustnych feSeni
grafu G je mnozina vSech jeho vrcholovych pokryti. Cenou pokryti C je
pocet vrcholi, které obsahuje. Cilem je, jak napovid& nazev problému, na-
lézt pokryti s nejmensi cenou (tedy s nejmensim poc¢tem vrcholit). Priklad
grafu, nékolika jeho vrcholovych pokryti a nékolika mnozin vrcholi, ktera
vrcholovym pokrytim nejsou, znazornuje obr. 3.

Problém Min-VC ma mnoho praktickych aplikaci v riznych oblastech
(napf. vypocetni biologie, chemie, metalurgické inZenyrstvi). Abychom vi-
déli jednoduchy ptiklad, predstavme si, ze chceme pokryt vnitini prostory
budovy kamerami tak, abychom mohli sledovat vSechny chodby na bu-
dové. Pritom chceme pouzit kamer co nejméné. Prirozenym mistem pro
kamery jsou kfizeni chodeb. Pokud tedy v grafu, kde vrcholy odpovidaji
kfizeni chodeb a hrany chodbam samotnym, najdeme optiméalni vrcholové
pokryti, nalezli jsme optimalni rozmisténi kamer.

Uvedme aproximaé¢ni algoritmus pro Min-VC. Piiklad béhu tohoto al-
goritmu je znazornén na obrazku 3 (c).

MIN-VC-APPROX
Vstupem je graf G = (V, H).
Vystupem je vrcholové pokryti G.

4) Jméno je pievzato z anglického vyrazu approximation algorithms.
5)Zkratka anglického minimal vertex cover.
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Obr. 3 (a) Vrcholova pokryti grafu. Vrcholy patiici do pokryti jsou zvyraz-
nény Cervené. Obrazek nezachycuje v8echna vrcholova pokryti grafu, pouze né-
ktera. (b) Mnoziny vrcholi, které netvori vrcholova pokryti. Nepokryté hrany
(tj. hrany, které nemaji zadny ¢erveny vrchol) jsou zvyraznény modre. (c) Pri-
béh algoritmu Min-VC-approx. Cervend je zobrazena hrana h a jeji uzly vybrané
v kroku 2. Modfe jsou zvyraznény hrany, které jsou v kroku 4 odstranény spolu
s hranou h. (d) Vrcholové pokryti, které vysledkem.
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1. Nastav C < (0 a F < H.

2. Pokud je mnozina E prazdna, vrat C jako vysledek algoritmu a
skonci.

3. Vyber hranu h € E a pridej jeji vrcholy do C.

4. 7 mnoziny E odstrai hranu h a v8echny hrany, které s h sdileji
vrchol.

5. Pfrejdi na krok 2.

Algoritmus béhem svého béhu udrzuje mnozinu C' vrcholi, o kterych uz
vime, Ze patf{ do pokryti (na zacatku je tato mnoZina prazdna), a mno-
zinu E hran, které nejsou pomoci C' pokryty (na zacatku to jsou vSechny
hrany). V kroku 3 vZdy vybere néjakou dosud nepokrytou hranu h. Tu po-
kryje tak, ze do mnoziny C pfida jeji vrcholy. Tim padem C pokryva jak
h, tak vSechny hrany, které s h sdileji vrchol. Proto takové hrany v kroku 4
odstranime z E. Opakovani kroka 2 aZz 4 kon¢i v momenté, kdy je mnoZzina
nepokrytych hran prazdna (to testujeme v kroku 2), a C' je tak vrcholovym
pokrytim. Vidime také, ze kroky 2 az 4 se zopakuji nejvyse tolikrat, kolik
je v grafu hran. Protoze pocet hran v grafu s n uzly je mensi nez n? a
protoze jedno opakovani kroki 2 aZ 4 lze provést v ¢ase polynomickém®
vzhledem k n, je slozitost tohoto algoritmu polynomicka. Vidime tedy, Ze
MIN-VC-APPROX je korektni algoritmus pro problém Min-VC s polyno-
mickou sloZitosti.

Vratme se jesté ke kroku 3 algoritmu. Neni v ném piesné urceno, kterou
hranu z mnoziny E mame vybrat. Mohlo by se zdét, Ze zde neni algorit-
mus popsany dostate¢né pfesné. Je tomu skutecné tak. Pro jednoduchost
jsme vynechali to, jak konkrétné v algoritmu reprezentujeme mnoziny F
a C, a diky tomu jsme v kroku 3 vybér hrany neupfesnili. Pro konkrétni
implementaci to ovSem udélat musime. Pokud napfiklad mnozinu E ucho-
vavame jako linearn{ seznam, zvolime jako h v kroku 3 prvni prvek tohoto
seznamu. V dalsich iivahach o algoritmu se s touto nepiesnosti vyporadame
tak, ze pro vybér h v kroku 3 pfipustime jakoukoliv moznost™ .

Na obr. 3 je vidét, Ze algoritmus nevrétil optimalni feSeni. Mizeme
se zabyvat velmi pfirozenou otazkou: Jak moc se cena feSeni vréaceného

6) Presna slozitost zalezi na konkrétni implementaci mnozin E a H a algoritmech pro
pridavani a odebirani prvka téchto mnozin.

7)MizZeme se velmi rychle piesvédéit o tom, e pokud v kroku 3 zvolime jiné hrany,
nez které jsme zvolili na obrazku 3 (c), miZe algoritmus vratit zcela jiné vrcholové
pokryti.
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MIN-VC-APPROX miiZe ligit od ceny optiméalniho feSeni? Odpovéd na tuto
otézku dava nasledujici véta.

Véta 2. Vrcholové pokryti, které vrdati algoritmus MIN-VC-APPROX, 0b-
sahuje nejuyse dvakrdt vice vrcholi neZ optimdlni pokryti.

Diikaz. Ozna¢me A mnozinu v8ech hran, které jsme v kroku 3 algoritmu
prifadili do h. Protoze algoritmus dava do pokryti vzdy oba vrcholy hrany h,
plati |C] < 2-]A]. Soucasné ale diky kroku 4 nemiiZze mnoZzina A obsahovat
dvé hrany, které spolu sdili n&jaky vrchol. Plati tedy

[Cl=2-]A]. (2)

Libovolné vrcholové pokryti, a specialné i to optimalni vrcholové pokryti,
musi urc¢ité pokryt hrany z mnoziny A, kazdou z nich alespoii jednim
vrcholem. Odtud

4] < OPT, (3)

kde OPT je pocet vrchola v optiméalnim vrcholovém pokryti. Pokud dosa-
dime nerovnici (3) do rovnice (2) dostaneme

|C| <2-0OPT
a vidime, ze véta plati. O

Predchozi véta ukazuje na algoritmu MIN-VC-APPROX obecnou vlast-
nost aproximacnich algoritmii, které fikAme aprozimacni faktor. Zavedme
si tento pojem presnéji. PFedpokladejme, Ze mame algoritmus A pro mi-
nimaliza¢ni® problém II. Aproximaéni faktor algoritmu A pro instanci I
ozna¢ime f4(I) a definujeme jako

cost (A(I))

kde cost (A(I)) je cena feSeni, které vrati algoritmus A pro instanci I, a
OPT(I) je cena optimalniho feSeni pro instanci I.

Definice 2. Aprozimacni faktor algoritmu A je funkce Ry : N — RT
definovana Ra(n) = max{fa(I) | |I| =n}.

8)Pro maximaliza¢ni problémy je definice analogicka.
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Abychom ukazali, Ze algoritmus MIN-VC-APPROX mé4 aproximad¢ni fak-
tor R(n) = 2, musime najit instanci, pro kterou algoritmus MIN-VC-
APPROX vrati pokryti s dvakrat vice vrcholy nez pokryti optiméalni. Z véty
2 totiz jeji existence neplyne. Nastésti neni pro MIN-VC-APPROX obtizné
takové instance najit. Jsou to uplné bipartitni grafy.

Uplny bipartitni graf s 2n vrcholy (n = 1,2,...), oznaéme ho K,, je
takovy graf, jehoZz uzly mazeme rozdélit do dvou disjunktnich mnozin, V;
a Va, tak, ze kazda z nich ma n vrcholid, kazdy vrchol z mnoziny V; je
spojen hranou s kazdym vrcholem z mnoziny V5, a graf zadné jiné hrany
neobsahuje (graf K5 vidime na obr. 4).

(a) (b)

Obr. 4 (a) Pribéh algoritmu MIN-VC-APPROX pro graf K3. Aktuilné vybrana
hrana je zobrazena &ervens, hrany, které s ni sdileji uzel modie. (b) Vlevo je
vrcholové pokryti spo¢tené algoritmem MIN-VC-APPROX, vpravo optimélni po-
kryti. Vrcholy zafazené do pokryti jsou zobrazeny Cervené.

Prozkoumame-li béh algoritmu pro K, zjistime, Ze po prvnim prove-
deni krokidl 3 a 4 ndm nutné zistane, uvazime-li hrany z mnoziny F a
vrcholy, které nejsou v C, graf K,,_;. Po dalsim provedeni téchto kroku
graf K, _o, a tak déle. Celkem tedy kroky 3 a 4 provedeme n-krat. Pri-
tom vzdy priddme do C dva vrcholy, algoritmus proto vrati pokryti s 2n
vrcholy, tedy mnozinu vSech vrcholi v grafu. Optimalni vrcholové pokryti
pritom mé& pouze n vrchold, tvoii jej totiz libovolna z mnozin V; a V.
Po kratké avaze zjistime, Ze pokryti s mensim poctem vrcholu v grafu
neexistuje. Pro graf K3 situaci ilustruje obr. 4.
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