Ctyti dukazy Heronova vzorce

JIRI BLAZEK
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice

P1i vyuce geometrie se Zaci na stfednich skol setkavaji s tzv. Heronovym
vzorcem, ktery udava vypocet obsahu S trojuhelniku ABC pomoci délek
jeho stran. Jeho znéni je nasledujici:

S=/s(s —a)(s —b)(s — o), (1)

kde a,b,c jsou délky jeho stran a 2s = a + b + c.

V tomto &lanku uvedeme &tyfi zpusoby, pomoci nichz lze Heroniv')
vzorec odvodit.

Nejprve uvedeme pomérné znamé algebraické odvozeni vzorce (1). Dale
uvedeme t¥i geometrickd odvozeni, pfi¢emz prvni z nich je pfipisované
pravé Heronovi.

1. zptsob odvozeni

Pii obvyklém oznaceni hlavnich prvka v trojihelniku ABC plati pro
jeho obsah

1
S = —absin~.
B Y
Tento vztah upravime do tvaru
45% = a2b? sin? . (2)
7 kosinové véty plyne

a? +b% — 2

2ab ’ (3)

cosy =

kde 7 je velikost dhlu, ktery sviraji strany a a b trojihelnika.

DHéron z Alexandrie (10-75) pracoval v Musaionu v Alexandrii, coz byla jakasi
starovéka analogie dnesni Akademie véd. V tehdejsi dobé to byla nejprestiznéjsi instituce
svého druhu na svété. Dodnes neni jasné, zda Hérén vzorec skuteéné objevil nebo zda
ho pouze prevzal od Archiméda, ktery zil zhruba dvé stoleti pred nim [3].
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Vztah (2) postupné upravime uzitim (3):

45% = a®b? sin® v = a?b*(1 — cos® y) =

2—|—b2—622
a2 (T -
ab( < 2ab )

(2ab+ a? 4+ b — 02)(2ab —a? =+ 02) =

(4a®b* — (a® + b — c2)2) =

==

((a +b)?2 — 02)(62 —(a— b)2) =

s

= i(a+b+c)(a+b—c)(aberc)(faerJrc).

Tedy

2 (@a+b+c) (a+b—c) (a—b+c) (-a+b+c)
B 2 2 2 2 ’

coz po snadné tupravé dava vzorec (1).

2. zptsob odvozeni (Heronav)

UvaZzujme trojihelnik ABC'. Necht se jemu vepsana kruZnice se stfe-
dem I dotyka stran AB, BC, CA po fadé v bodech Z, X, Y (obr. 1).
Plati |AZ| = |AY| =s—a, |BZ|=|BX|=s—b, |CX|=|CY|=s5—c.

Obr. 1 KruZnice vepsana a délky tsecek
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Klicovou fazi dukazu je vyjadreni poloméru p kruznice vepsané trojua-
helniku ABC pomoci délek jeho stran. Plati

1
S:§(a+b+c)p:sp.

Za timto ucCelem sestrojime dvé kolmice: pfimku kolmou k tuseéce AB
v bodé A a pfimku kolmou k tsec¢ce I B v bodé& I. Tyto kolmice se protnou
v bodé E. Dale ozna¢me F' prisecik piimky I E s piimkou AB (obr. 2).

C
s—¢C

y SR\ s

Obr. 2 Heronovo odvozeni
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Plati

o a B o (@ B v\, o
| | =180 5~ 5 = 180 (2+2+2>+2 90° +

2

2 )

z tehoz plyne, ze |[XAIE| = %. Ctyfihelnik EAIB je tétivovy, nebot
body A a I lezi na Thaletové kruznici s primérem EB (kruZnice opsané
¢tyfahelniku na obrazku v zajmu prehlednosti chybi). Podle véty o obvo-
dovych thlech je |[XABE| = [ AIE| = . Disledkem této skutecnosti je
podobnost trojihelnikit AEB a YIC (véta uu). Plati tedy

|AE| : |AB| = V1| : |YC,

¢i jinak zapsano
AB[ _ »
c  s—c
Pokud jsou si dva zlomky rovny, pak zlomek vytvoreny podilem souctu
jejich Citateld a souctu jejich jmenovatelt je jim téz roven, proto

p__|AEI+p

s§—C S

(4)
Déle, v souladu s oznac¢enim na obr. 2 plati

FZ| _|FZ) _|FI) _ |1Z) __ p
s—a |AZ| _|EI| _ |AE|+[1Z] ~ JAE[+p

(5)

Vynésobenim levych a pravych stran rovnosti (4) a (5) obdrzime

_p EZL _p

s—c s—a s
Odtud ( \( )

s—a)(s—c
Fz)= =99 (6)
Podle Eukleidovy véty o vysce v pravothlém trojuhelniku F'BI plati
0 = |12 = |FZ|-|ZB| = |FZ]- (s - ),

coz po dosazeni za |F'Z| ze vztahu (6) dava po apravé

FIEDCEUICEY:) -

Naslednym vyuZitim vzorce S = ps obdrzime vztah (1).
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3. zpusob odvozeni

V tomto odvozeni budeme, kromé kruznice vepsané s jejimi dotykovymi
body X, Y, Z, uvazovat i kruznici pfipsanou, naptiklad strané a trojahel-
niku. Jeji st¥ed necht je 14, dotykové body s pfimkami AB, AC oznacme
po fadé Z 4, Y4 a dotykovy bod se stranou BCozna¢me X 4 (obr. 3).

Obr. 3 Tfeti odvozeni Heronova vzorce

Nejdrive uvedeme jeden znamy fakt a jedno pozorovani. Je znamo, Ze
|AZ4| = s a tedy |BZa| = |AZ4| — |AB| = s — c. Dale, trojthelniky
1ZB a BZ AI4 jsou podobné (podle véty uu), nebot jsou oba pravoihlé a
XIBZ| =8, |X1aBZa| = 90° - 5.

Nyni pfistoupime k vlastnimu dikazu. Z podobnosti trojuhelnika AIZ
a AloZ 4 plyne

17 IaZ a —
d :| ‘:|AA‘:p—, resp.ﬁzs a, (8)
s—a |AZ|  |AZ4| s Pa s
kde p, je polomér kruznice pfipsané strané a.
7 podobnosti trojuhelnika BIZ a [4BZ 4 plyne
p _ [Z| |BZal s-—c
s—b |ZB| |ZAIA| PA '
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Obdrzime

ppa = (5~ )(s — ) ©)
Vynasobenim rovnic (8) a (9) dostaneme

s (s a)(s—h)(s—0)

P = )
S

coz stejné jako v predeslém piipadu vede na Herontv vzorec.

4. zpusob odvozeni

Tentokrat budeme uvazovat vSechny tfi kruznice pfipsané stranam troj-
thelniku ABC'. Znaceni bodi z predchoziho dikazu konzistentné rozsifime
ve shodé s obr. 4.

Nejprve dokazeme identitu

|AB| - |AC| = |AI| - [ALL]. (10)

Jelikoz C'I a C'I4 jsou osy vedlejsich ahla, sviraji pravy thel. K analogic-
kému poznatku dospé&jeme v piipadé os BI a Bly. étyfﬁhelnik BIACI je
tedy tétivovy a I41 je primér kruznice k jemu opsané. Nyni uvazme osové
soumérny obraz C’ bodu C podle osy I4I (na obr. 4 zakreslen neni). Tento
bod lezi na kruznici k opsané ¢tyfuhelniku a navic lezi na pfimce AB. Po-
kud |AC| # |AB|, pak C' # B a mocnost m(A) bodu A ke kruznici k je
rovna

m(A) = |AI| - |AL| = |AC'|- |AB| = |AC| - |AB|.
V piipadé |AC| = |AB| neni obtizné dokazat, ze kruznice k se dotyka stran
AB a AC a vztah (10) zustava v platnosti.
Z obr. 4 plyne dale identita
|AC| - |AB| = |Alc| - |Al]|. (11)

(Dokazeme ji detailné v tloze 1 na str. 25.)
Herontiv vzorec pak ziskdme postupnou upravou vztahu

1
S:§-|AC|-|AB|~sina. (12)
Jelikoz sina = 2sin § cos §, pfepiSeme (12) do tvaru

S =|AC|-|AB| 'Sin% . cos%.
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Obr. 4 Ctvrté odvozeni Heronova vzorce

S prihlédnutim ke vztahtm (10) a (11) vySe uvedeny vztah upravime:

S = \/|AC -|AB| - |AC| - |AB| - sin? %COSQ %

- \/|AI| ALy -|Alc| - |Alp| - sin? %cosz % -

a o .« .
= \/|AI|COS2 . |AIA|COS§ . \AIC|sm§ . |AIB|sm§ =

= /s(s —a)(s —b)(s — c).
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Pozndmka. Posledni rovnost vyplyva z nasledujicich identit, viz obr. 4:
‘AI|COS%Z|AZ|ZS*Q, |AIA|COS%:|AZA|:S,
A sing = |Alc| cos (900 - %) = |AYe| = |CYe| - |AC| = s — b,
Al sin% = |Alg]cos (9o° - %) = |AZp| = |BZp| - |AB| = s —c.

Uloha 1

Dokazte identitu (11) (obr. 4).
Reseni. Ctyfahelnik IgCBI¢ je tétivovy (obr. 5), primérem kruznice k
jemu opsané je tsetka Igls. Uvazme osové soumérny obraz B’ bodu B
podle pfimky Iglc. Protoze piimka Iplo je vnéjsi osou thlu CAB, lezi
tento bod na kruznici k a také lezi na pfimce AC. Identita

|Alc| - |Alp| = |AB'| - |AC| = |AB| - |AC]|

vyplyva z riznych vyjadFeni mocnosti bodu A ke kruznici k.

N
,r—“//‘

e

Obr. 5 Regenf tlohy 1
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Uloha 2
Dokazte platnost vztahu

S = V P Pa Pb Pe;

kde pq, py, pc jsou poloméry kruznic pfipsanych strandm a, b, ¢ trojiahel-
niku ABC' atd.

Resend. Vyjdeme ze vzorce, ktery jsme pouzili pfi ¢tvrtém odvozeni Hero-
nova vzorce a upravime ho nasledovné:

S = \/|AI| )ALyl - |AIg| - |Al| - sin? % - cos? % -

.« .« « «
= \/|AIsm2 . \AIA\sm§ . \AIB|COS§ - |Al¢| cos Px

pri¢emz (viz obr. 4):
o
All|sin - =
|Allsin 5 = p,

e
|AL4| Sin 5 = pa,

o
|Alg| cos 5 = Py,

|Alq| cos% = pe.
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